
2 Fa
torisation

2.1 Mettre en éviden
e les fa
teurs 
ommuns.

1) 2 a

3

b

2

+ 8 a

3

b

3

� 6 a

4

b

2) 3 a b (b 
)

3

� a b (b 
)

2

3) 4 x

n

y

m

+ 2 x

n+2

y

m+2

4) 5 x

n�1

y

m+1

+ 10 x

n

y

m

+ 25 x

n+1

y

m�1

5) 3 x

n+2

y

m+2

+ 6 x

n

y

m

� 18 x

n�2

y

m�2

6) 2 a

m+n

b

m�n

+ 4 a

m

b

m

+ 8 a

m�n

b

m+n

Produits remarquables

(a+ b)

2

= a

2

+ 2 a b+ b

2

(a� b)

2

= a

2

� 2 a b+ b

2

(a+ b)

3

= a

3

+ 3 a

2

b + 3 a b

2

+ b

3

(a� b)

3

= a

3

� 3 a

2

b + 3 a b

2

� b

3

a

2

+ b

2

n'est pas fa
torisable a

2

� b

2

= (a� b) (a+ b)

a

3

+ b

3

= (a+ b) (a

2

� a b + b

2

) a

3

� b

3

= (a� b) (a

2

+ a b + b

2

)

2.2 Fa
toriser à l'aide des produits remarquables :

1) a

2

� 9 2) 4� x

2

3) a

2

� 1

4) b

2

� 4 a

2

5) �25 a

2

+ x

2

6) a

2

+ 2 a+ 1

7) x

2

� 6 x+ 9 8) 9 x

2

� 12 x+ 4 9) a

2

+ 4 a b+ 4 b

2

10) 1� x

2

11) a

2

b

2

�m

2

12) 100 a

2

� 64 b

2

13) 16 a

2

� x

2

y

2

14) x

4

� y

2

15) x

4

� 6 x

2

+ 9

16) 1 + 2 x

2

+ x

4

17) 4 a

2

+ 9 b

2

� 12 a b 18) 4 x

2

+ 4 x

4

+ 1

19) �144 + b

2




2

20) 4 a

4

� 9 b

2

21) 9 a

2

x

4

� 16 b

2

22) a

2

� 9 b

2




4

23) 16 a

2

� 1 24) a

4

+ 9 b

2

� 6 a

2

b

25) 9 x

4

+ 16 y

2

+ 24 x

2

y 26) 1 + x

6

� 2 x

3

27) 4 x

2

y

2

� 20 x y + 25

2.3 Fa
toriser à l'aide des produits remarquables :

1) a

3

� 8 2) 8 a

3

� b

3

3) x

3

� 1

4) a

3

+ 1 5) a

3

+ 6 a

2

+ 12 a+ 8 6) a

3

� 3 a

2

+ 3 a� 1

7) 8 x

3

� 27 8) x

3

y

3

� 1 9) 1� 64 a

3

10) 8 a

3

+ 12 a

2

+ 6 a+ 1 11) 8 a

3

+ 36 a

2

b + 27 b

3

+ 54 a b

2

12) a

3

� 8 b

3




6

13) 64 a

6

+ 144 a

4

+ 27 + 108 a

2

14) x

9

� 1 15) 125 x

6

+ 8
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Fa
torisation du trin�me a x

2

+ b x+ 


Soit le polyn�me du deuxième degré a x

2

+ b x+ 
. On pose � = b

2

� 4 a 
.

� Si � > 0, alors il existe deux zéros x

1

et x

2

et on peut fa
toriser :

a x

2

+ b x + 
 = a (x� x

1

) (x� x

2

).

� Si � = 0, alors il existe un seul zéro x

1

et on peut aussi fa
toriser :

a x

2

+ b x+ 
 = a (x� x

1

)

2

.

� Si � < 0, alors il n'y a pas de zéro réel et le polyn�me a x

2

+ b x + 
 est

indé
omposable.

Exemple Le polyn�me 12 x

2

+11 x�5 admet deux zéros x

1

= �

5

4

et x

2

=

1

3

.

Don
 12 x

2

+11 x�5 = 12

�

x+

5

4

� �

x�

1

3

�

= 4

�

x+

5

4

�

3

�

x�

1

3

�

= (4 x+5) (3 x�1).

2.4 Fa
toriser les trin�mes suivants :

1) x

2

� x� 132 2) �y + y

2

� 12 3) x

2

+ 12� 8 x

4) 2 x

2

+ 9 x+ 7 5) 2 x

2

� 2 x� 24 6) 6 x

2

+ 15 x+ 6

7) 27 x

2

� 75 x+ 48 8) 4 x

2

+ x� 5 9) 11 x

2

+ 28 x� 15

10) x

6

+ 7 x

3

+ 12 11) x

4

� 3 x

2

� 4 12) x

5

� 5 x

3

+ 4 x

Méthode par groupements

On peut mettre en éviden
e non seulement un nombre ou un mon�me (
omme

à l'exer
i
e 2.1), mais aussi un polyn�me :

(x+ 3)

2

� 7 (x+ 3) = (x+ 3)

�

(x + 3)� 7

�

= (x+ 3) (x� 4)

Parfois, un double 
hangement de signes est né
essaire à la mise en éviden
e :

(a� b) (x + y)� 2 (b� a) (x� 5 y) = (a� b) (x+ y) + 2 (a� b) (x� 5 y) =

(a� b)

�

(x + y) + 2 (x� 5 y)

�

= (a� b) (3 x� 9 y) = 3 (a� b) (x� 3 y)

2.5 Mettre en éviden
e les fa
teurs 
ommuns.

1) (2 a+ 3 b) (2 x+ y) + (3 a+ 5 b) (2 x+ y)

2) (a+ b)

2

+ x (a + b)

3) (x� 2 y) (a� b)� (b� a) (2 x+ y)

4) (4 a� 2 b) (2 x� 3 y) + (3 y � 2 x) (b� 2 a)

5) 3 (2 a� b) (4 x� 5)� (2 x+ 1) (b� 2 a)

6) a (a+ b)� b (a + b) + (a + b)

2

7) a

2

(x� 1) (a+ b) + a

3

(1� x)

8) (x� 3) (x+ 1)� (x� 3) + 2 (x� 3)

2
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La méthode par groupements pro
ède par mises en éviden
e partielles, avant

de pouvoir mettre en éviden
e un polyn�me :

x

3

+3 x

2

+4 x+12 = (x

3

+3 x

2

)+(4 x+12) = x

2

(x+3)+4 (x+3) = (x+3) (x

2

+4)

2.6 Fa
toriser par la méthode des groupements :

1) a x + b x+ a y + b y 2) a+ b + a x+ b x

3) a x� b y � a y + b x 4) a� b x+ b� a x

5) a x� 4 x+ 4 y � a y 6) a x+ x� a� 1

7) a

3

+ a

2

+ a+ 1 8) x

3

+ x� x

2

� 1

9) a

3

+ 2 a� a

2

� 2 10) 2 a

4

� 3� 2 a

3

+ 3 a

11) a

2

x� b x+ a

2

y

3

� b y

3

12) 6 x

2

+ x y + 18 x z + 3 y z

13) 15 y

2

� 5 y z � 6 y + 2 z 14) 20 x y + 4 y � 5 x� 1

15) 10 x z � 10 z � x

2

+ x 16) 6 x

2

� 5 x z � 6 x+ 5 z

17) 1 + x

2

+ y

2

+ x

2

y

2

18) y

3

� y � y

2

+ 1

19) x

2

+ x y + x z + y z 20) x

3

+ 3 y

3

+ 3 x

2

y + x y

2

21) x y � z y + x u� z u� x z + z

2

22) x

2

� x y + x z � x + y � z

23) 1 + x + x

2

+ x

3

+ x

4

+ x

5

24) 1� x + x

2

� x

3

+ x

4

� x

5

2.7 Fa
toriser :

1) x

3

+ 2 x

2

+ x 2) 2 a

6

� 6 a

4

+ 6 a

2

� 2

3) 9 a

3

� a b

2

4) 54 a

6

� 2

5) 1� (x� y)

2

6) (x

2

� 1)

2

+ 4 x

2

7) x y � 9 x

3

y 8) a (a+ 
)� b (b + 
)

9) x

4

+ 3 x

3

� 8 x� 24 10) a

2

(a� 1)

2

� (a� 1)

2

(a� 3)

2

11) b

3

� a

3

12) x

3

+ 8 y

3

+ 6 x

2

y + 12 x y

2

13) a

8

� 256 14) x (1� y + x)� y

15) a

8

� 2 a

4

+ 1 16) x

4

y

3

+ 3 x

3

y

2

+ 3 x

2

y + x

17) (x� 3)

2

� (x

2

� 9) 18) 16 a

4

+ 2 a b

3

19) 8 x

3

+ 6 x+ 12 x

2

+ 1 20) a

4

+ 4 a

2

b + 4 b

2

21) a

3

� 3 + 3 a� a

2

22) (a� b)

2

� 4 (a� b)

23) (a

2

+ b

2

)

2

� 4 a

2

b

2

24) a

2

x

2

� b

2

x

2

� a

2

y

2

+ b

2

y

2

25) x

3

� 3 x

2

+ 9 x� 27 26) 2 a

3

b� a

2

b

2

� 2 a b+ b

2
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27) x

6

y

3

+ x

4

y

2

� x

2

y � 1 28) x

3

+ 7 x

2

+ 6 x

2.8 Fa
toriser :

1) a

6

� 2 a

3

+ 1 2) 10 x z � 10 z � x

2

+ x

3) 2 a� 8 a

3

+ 8 a

5

4) 4 x

2

y

2

� 20 x y + 25

5) x

2

� 22 x+ 85 6) x

4

y

3

+ 3 x

3

y

2

+ 3 x

2

y + x

7) a

8

� 2 a

4

+ 1 8) (x

2

+ 1)

2

� 4 x

2

9) 6 x

2

+ x y + 18 x z + 3 y z 10) x

6

� 1

11) (x

2

+ 1)

2

� 4 x

2

12) 18 x

4

� 2 (x

2

� 1)

2

13) x

4

y

3

+ 3 x

3

y

2

+ 3 x

2

y + x 14) a

4

+ 2 a

3

� 2 a� 1

15) (x

2

� 1)

2

� (x+ 1) (x� 1)

3

16) 4 x

2

y

2

� (z

2

� y

2

� x

2

)

2

17) x

2

� 2 x y + y

2

� 1 18) x

3

y + 6 x

2

y + 9 x y

19) x (x� 2)

2

+ (x

3

� 8)� 3 (x

2

� 4) 20) 4 (a+ b)

3

� 4 (a� b)

3

21) x

3

y + 7 x

2

y + 6 x y 22) x

4

y � 2 x

3

y

2

+ 2 x y

4

� y

5

23) a

8

� 256 24) a

8

� 2 a

4

+ 1

25) x

6

� x

4

� 16 x

2

+ 16 26) x

7

� x

4

� x

3

+ 1

27) (3 x

2

� 7)

2

� (x

2

� 2 x+ 5)

2

28) (3 x

2

+4 x� 5)

2

� (5 x

2

� 4 x+3)

2

2.9 Résoudre les équations par fa
torisation :

1) (x+ 1) (x

2

� 4) = 3 (x� 2) (x+1) 2) x

3

+ x

2

= 4 x+ 4

3) x

4

+ 4 = 5 x

2

4) 9 x

2

� (2 x+ 5)

2

= 0

5) 2 (x

2

� 9) = x + 3 6) x

3

= x

2

7) x

3

+ 2 x

2

� x� 2 = 0 8) x

3

� 3 x

2

+ 3 x� 1 = 0

9) x

5

� 2 x

4

= x� 2 10) x

3

� 2 x

2

� 3 x = 0

11) x

8

+ 9 x

4

� 10 = 0 12) 4 x

3

� 4 x

2

+ x = 0

2.10 Résoudre les équations par fa
torisation :

1) (2 x

2

+ 3 x+ 1)

2

� (2 x

2

� 4 x� 1)

2

= 0

2) 2 x (x� 1) = x (2 x+ 7)

3) (2 x� 7) (5 x+ 3) = 8 (4 x

2

� 49)

4) (3 x+ 5) (x

2

� 1) = (2 x� 7) (1� x

2

)

5) (x� 1) (x� 2) (x� 3) (x� 4) = x (4� x

2

) (4� x)

Algèbre : fa
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6) x

3

� 1 + 3 (x

2

� 1) = 15 (1� x)� 5 (x� 1)

2

2.11 Démontrer : le produit de deux nombres pairs 
onsé
utifs est un multiple de 8.

2.12 Démontrer : une personne retran
he de son année de naissan
e la somme des


hi�res qui la 
onstituent ; elle obtient toujours un nombre divisible par 9.

2.13 Démontrer : la di�éren
e entre un nombre de quatre 
hi�res et 
e nombre lu à

l'envers est divisible par 9.

2.14 Démontrer : la somme de trois nombres entiers 
onsé
utifs est divisible par 3.

2.15 Démontrer : le 
arré d'un nombre impair diminué d'une unité est un multiple

de 8.

2.16 Soit un entier naturel n se terminant par 5 et 
ompris entre 10 et 100. Pour


al
uler n

2

, on peut utiliser le pro
édé suivant : multiplier le 
hi�re des di-

zaines par le nombre entier suivant et é
rire 25 à la suite du résultat obtenu.

Par exemple : 25

2

= 625, 
ar 2 � 3 = 6.

Démontrer la légitimité de 
e pro
édé qui est valable pour tout entier se ter-

minant par 5.

2.17 Démontrer : tout nombre entier de la forme 25n

4

+50n

3

�n

2

�2n est divisible

par 24.

2.18 Démontrer : n

3

� n est divisible par 6 pour tout nombre entier n.

2.19 Démontrer : si trois nombres réels ont une somme nulle, alors la somme de

leurs 
ubes est égale au triple de leur produit.

Réponses

2.1 1) 2 a

3

b (b+ 4 b

2

� 3 a) 2) a b

3




2

(3 b 
� 1)

3) 2 x

n

y

m

(2 + x

2

y

2

) 4) 5 x

n�1

y

m�1

(y

2

+ 2 x y + 5 x

2

)

5) 3 x

n�2

y

m�2

(x

4

y

4

+ 2 x

2

y

2

� 6) 6) 2 a

m�n

b

m�n

(a

2n

+ 2 a

n

b

n

+ 4 b

2n

)

2.2 1) (a+ 3) (a� 3) 2) (2 + x) (2� x) 3) (a+ 1) (a� 1)
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4) (b + 2 a) (b� 2 a) 5) (x+ 5 a) (x� 5 a) 6) (a+ 1)

2

7) (x� 3)

2

8) (3 x� 2)

2

9) (a+ 2 b)

2

10) (1 + x) (1� x) 11) (a b+m) (a b�m) 12) 4 (5 a+4 b) (5 a� 4 b)

13) (4 a+ x y) (4 a� x y) 14) (x

2

+ y) (x

2

� y) 15) (x

2

� 3)

2

16) (x

2

+ 1)

2

17) (2 a� 3 b)

2

18) (2 x

2

+ 1)

2

19) (b 
+ 12) (b 
� 12) 20) (2 a

2

+3 b) (2 a

2

�3 b) 21) (3 a x

2

+4 b) (3 a x

2

�4 b)

22) (a+3 b 


2

) (a� 3 b 


2

) 23) (4 a+ 1) (4 a� 1) 24) (a

2

� 3 b)

2

25) (3 x

2

+ 4 y)

2

26) (x� 1)

2

(x

2

+ x+ 1)

2

27) (2 x y � 5)

2

2.3 1) (a� 2) (a

2

+ 2 a+ 4) 2) (2 a� b) (4 a

2

+ 2 a b+ b

2

)

3) (x� 1) (x

2

+ x+ 1) 4) (a+ 1) (a

2

� a+ 1)

5) (a+ 2)

3

6) (a� 1)

3

7) (2 x� 3) (4 x

2

+ 6 x+ 9) 8) (x y � 1) (x

2

y

2

+ x y + 1)

9) (1� 4 a) (1 + 4 a+ 16 a

2

) 10) (2 a+ 1)

3

11) (2 a+ 3 b)

3

12) (a� 2 b 


2

) (a

2

+ 2 a b 


2

+ 4 b

2




4

)

13) (4 a

2

+ 3)

3

14) (x� 1) (x

2

+ x + 1) (x

6

+ x

3

+ 1)

15) (5 x

2

+ 2) (25 x

4

� 10 x

2

+ 4)

2.4 1) (x� 12) (x+ 11) 2) (y � 4) (y + 3) 3) (x� 6) (x� 2)

4) (x + 1) (2 x+ 7) 5) 2 (x� 4) (x+ 3) 6) 3 (x+ 2) (2 x+ 1)

7) 3 (x� 1) (9 x� 16) 8) (x� 1) (4 x+ 5) 9) (x+ 3) (11 x� 5)

10) (x

3

+ 4) (x

3

+ 3) 11) (x� 2) (x+ 2) (x

2

+ 1)

12) x (x� 1) (x+ 1) (x� 2) (x+ 2)

2.5 1) (2 x+ y) (5 a+ 8 b) 2) (a+ b) (a+ b + x)

3) (a� b) (3 x� y) 4) 3 (2 a� b) (2 x� 3 y)

5) 14 (2 a� b) (x� 1) 6) 2 a (a+ b)

7) a

2

b (x� 1) 8) 3 (x� 3) (x� 2)

2.6 1) (x + y) (a+ b) 2) (a+ b) (x+ 1) 3) (a+ b) (x� y)

4) (a+ b) (1� x) 5) (a� 4) (x� y) 6) (a+ 1) (x� 1)

7) (a+ 1) (a

2

+ 1) 8) (x

2

+ 1) (x� 1) 9) (a� 1) (a

2

+ 2)

10) (a� 1) (2 a

3

+ 3) 11) (a

2

� b) (x+ y

3

) 12) (6 x+ y) (x+ 3 z)

13) (5 y � 2) (3 y � z) 14) (5 x+ 1) (4 y � 1) 15) (x� 1) (10 z � x)

16) (x� 1) (6 x� 5 z) 17) (1 + x

2

) (1 + y

2

) 18) (y � 1)

2

(y + 1)

19) (x + y) (x+ z) 20) (x

2

+ y

2

) (x+ 3 y) 21) (x� z) (y + u� z)
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22) (x� 1) (x� y + z) 23) (1 + x) (1 + x + x

2

) (1� x + x

2

)

24) (1� x) (1 + x + x

2

) (1� x+ x

2

)

2.7 1) x (x + 1)

2

2) 2 (a� 1)

3

(a+ 1)

3

3) a (3 a+ b) (3 a� b) 4) 2 (3 a

2

� 1) (9 a

4

+ 3 a

2

+ 1)

5) (1 + x� y) (1� x + y) 6) (x

2

+ 1)

2

7) x y (1 + 3 x) (1� 3 x) 8) (a� b) (a+ b+ 
)

9) (x + 3) (x� 2) (x

2

+ 2 x+ 4) 10) 3 (a� 1)

2

(2 a� 3)

11) (b� a) (b

2

+ b a+ a

2

) 12) (x+ 2 y)

3

13) (a� 2) (a+ 2) (a

2

+ 4) (a

4

+ 16) 14) (x� y) (x+ 1)

15) (a

2

+ 1)

2

(a� 1)

2

(a + 1)

2

16) x (x y + 1)

3

17) �6 (x� 3) 18) 2 a (2 a+ b) (4 a

2

� 2 a b+ b

2

)

19) (2 x+ 1)

3

20) (a

2

+ 2 b)

2

21) (a

2

+ 3) (a� 1) 22) (a� b) (a� b� 4)

23) (a+ b)

2

(a� b)

2

24) (x� y) (x+ y) (a+ b) (a� b)

25) (x

2

+ 9) (x� 3) 26) b (2 a� b) (a+ 1) (a� 1)

27) (x

2

y � 1) (x

2

y + 1)

2

28) x (x+ 1) (x+ 6)

2.8 1) (a� 1)

2

(a

2

+ a+ 1)

2

2) (x� 1) (10 z � x)

3) 2 a (2 a

2

� 1)

2

4) (2 x y � 5)

2

5) (x� 5) (x� 17) 6) x (x y + 1)

3

7) (a� 1)

2

(a+ 1)

2

(a

2

+ 1)

2

8) (x� 1)

2

(x+ 1)

2

9) (y + 6 x) (3 z + x) 10) (x�1) (x+1) (x

2

�x+1) (x

2

+x+1)

11) (x + 1)

2

(x� 1)

2

12) 2 (2 x+ 1) (2 x� 1) (2 x

2

+ 1)

13) x (x y + 1)

3

14) (a� 1) (a+ 1)

3

15) 2 (x� 1)

2

(x + 1) 16) (x� y + z) (�x + y + z) (x+ y +

z) (x+ y � z)

17) (x� y + 1) (x� y � 1) 18) x y (x + 3)

2

19) (x� 2)

2

(2 x+ 1) 20) 8 b (3 a

2

+ b

2

)

21) x y (x+ 1) (x+ 6) 22) y (x� y)

3

(x+ y)

23) (a� 2) (a+ 2) (a

2

+ 4) (a

4

+ 16) 24) (a

2

+ 1)

2

(a� 1)

2

(a+ 1)

2

25) (x+2) (x�2) (x

2

+4) (x+1) (x�1) 26) (x

2

+1) (x+1) (x�1)

2

(x

2

+x+1)
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27) 4 (2 x+ 1) (x� 1) (x+ 3) (x� 2) 28) �4 (2 x� 1) (2 x+ 1) (x� 2)

2

2.9 1) S = f�1 ; 1 ; 2g 2) S = f�2 ;�1 ; 2g 3) S = f�2 ;�1 ; 1 ; 2g

4) S = f�1 ; 5g 5) S =

�

�3 ;

7

2

	

6) S = f0 ; 1g

7) S = f�2 ;�1 ; 1g 8) S = f1g 9) S = f�1 ; 1 ; 2g

10) S = f�1 ; 0 ; 3g 11) S = f�1 ; 1g 12) S =

�

0 ;

1

2

	

2.10 1) S =

�

�

2

7

; 0 ;

1

4

	

2) S = f0g 3) S =

�

�

53

11

;

7

2

	

4) S =

�

�1 ;

2

5

; 1

	

5) S =

�

1

2

; 2 ; 4

	

6) S = f�7 ;�2 ; 1g
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2.20 Montrer que la di�éren
e des 
arrés de deux nombres entiers 
onsé
utifs est

impaire.

2.21 Soit x un nombre entier. Démontrer que le nombre x

4

+ 2 x

3

� x

2

� 2 x est

divisible par 24.

2.22 Soit x un nombre entier.

1) Démontrer que le nombre x

5

� 5 x

3

+ 4 x est divisible par 120.

2) Démontrer que le nombre x

3

+ 3 x

2

� 4 x� 12 est divisible par 6.

2.23 1) Fa
toriser (x

2

+ 3 x+ 1)

2

� 1.

2) En déduire que le produit de quatre entiers su

essifs non nuls n'est jamais

le 
arré d'un nombre entier.

3) Soit x un entier relatif non nul. Montrer que x (x+2) n'est jamais le 
arré

d'un nombre entier.

2.24 Platon et Ar
himède avaient trouvé deux méthodes pour déterminer des tri-

angles re
tangles dont la longueur de 
haque 
�té est égale à un nombre entier

d'unités. Voi
i 
es deux méthodes.

1) Soit x > 1 un entier. On 
onsidère un triangle re
tangle dont les longueurs

des 
athètes sont respe
tivement égales à 2 x et x

2

� 1. Montrer que la

longueur de l'hypoténuse de 
e triangle est égale à un nombre entier.

2) Soit x > 1 un entier. On 
onsidère un triangle re
tangle dont les longueurs

des 
athètes sont respe
tivement égales à 2 x + 1 et 2 x

2

+ 2 x. Montrer

que la longueur de l'hypoténuse de 
e triangle est égale au nombre entier

2 x

2

+ 2 x+ 1.

3) En utilisant les méthodes 1) et 2), déterminer un triangle re
tangle ayant

trois 
�tés de longueur entière

(a) et dont une des 
athètes est de longueur 23 ;

(b) et dont une des 
athètes est de longueur 24.

2.25 Soit x un nombre impair.

1) Montrer que le nombre x

2

� 1 est divisible par 8.

2) Montrer que le nombre x

4

� 1 est divisible par 16.

3) Peut-on généraliser ?

2.26 Montrer que le polyn�me x

4

+ x

2

+ 1 n'est pas irrédu
tible. En déduire que

10 101 est un nombre 
omposé dans toutes les bases de numération.

Indi
ation : é
rire le polyn�me x

4

+x

2

+1 
omme di�éren
e des 
arrés de deux polyn�mes.
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