3 Division polynomiale

En arithmétique, on étudie la division des nombres entiers avec reste.

Etant donné deux nombres D (dividende) et d # 0 (diviseur), il existe
exactement deux nombres entiers ¢ (quotient) et r (reste) tels que

D=dg+r avec0<r<d.

Par exemple, 80 : 11 = 7 reste 3, car 80 = 11 -7+ 3 avec 0 < 3 < 11.

On définit de méme la division euclidienne des polynomes.
Etant donné deux polynéomes D(z) (dividende) et d(z) # 0 (diviseur), il
existe exactement deux polynomes ¢(z) (quotient) et r(x) (reste) tels que

D(z) = d(z) g(z) + r(z) avec deg(r(z)) < deg(d()) .
L’égalité D = d g + r s’appelle ’égalité fondamentale de la division.

Pour effectuer une division de deux polyndmes, c’est-a-dire déterminer le quo-
tient et le reste, on utilise un algorithme analogue a celui de la division numé-
rique.
1) Ordonner le dividende et le diviseur selon les puissances décroissantes de
la variable.

2) Diviser le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur;
on obtient ainsi le premier terme du quotient.

3) Multiplier le diviseur par le terme trouvé et retrancher ce produit du
dividende (en fait, il est plus simple d’additionner I’opposé de ce produit).
On obtient le premier reste partiel de la division.

4) Recommencer le procédé en prenant le premier reste partiel pour nou-
veau dividende. Les degrés des restes partiels successifs diminuent. Le
processus s’arréte si le reste est nul ou le degré du reste est strictement
inférieur au degré du diviseur.

Exemple Divisons D(z) =4z* — 522 + 7z + 8 par d(z) =22 +2z—3:

4z — 522+ Tx+ 8| 22 +22 -3
—42* — 82% + 1242 422 -8z +23
—8x*+ T2+ Tx+ 8
+82% +162% — 24z
2322 — 17x 4+ 8
— 2322 — 462 + 69
— 63z + 77

On a ainsi obtenu I’égalité fondamentale de la division :
4t =522+ T +8= (22 +22—3) (422 — 82 +23) + (=632 + 77)
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Effectuer la division euclidienne de D(x) par d(z), puis écrire ’égalité fonda-
mentale de la division.

1) D(z)=z*-32*+x—5 d(x) =2° -3

2) D(x) =352° + 4722 + 32+ 1 dlz)y=5x+1

3) D(z) =27 —42° +22° +2* =322 +22 -6 d(z)=2°-3

4) D(z) =2+ 2 +1 diz)=2*—1+1

5) D(z) =2° - 32>+ 222+ 51 d(z) =z +2

6) D(z) = 2® + 3 dz) =5z -3z +2x -1
7) D(z) = 62" + 423 — Ta? d(z) =2x?-3

8) D(x) =72 — a2t +62°—Tx dz) =Tz —x

9) D(z) =22 -1 diz) =323 —2>+z+1
10) D(z) =323 — 2> +z +1 d(z)=22> -1

Schéma de Horner

Il existe une disposition pratique des calculs dans le cas de la division par z —a,
c’est-a-dire un binoéme unitaire du premier degré : le schéma de Horner '.

Pour comprendre le procédé, il suffit d’observer attentivement la division dans
sa disposition classique :

3z* — 828 +10x+5 | 2—2
—3z* + 62° 323 —222 —4x+2
— 248
+ 223 — 422
— 472 + 10x
+422 — 8=z
2 + 5
— 2z + 4
9

La disposition du schéma de Horner est la suivante :

3 8 0 10 5
@ @ @ ®
6 4 -8 4
:Y‘s/U —2W —4N 2 9

Les nombres de la premiére ligne sont les coefficients du dividende.
Le facteur de multiplication, ici 2, correspond au zéro du diviseur z — 2.

La derniére ligne fournit les coefficients du quotient 323 —22? — 42 + 2 et le
reste 9.

1. William George Horner, mathématicien anglais (1786-1837).
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3.2 Effectuer la division euclidienne de D(x) par d(x) en utilisant le schéma de
Horner, puis écrire 1’égalité fondamentale de la division :
1) D(z)=at+2*+22+ 2 +1 d(z) ==z
2) D(x) =2* —42® - 1222 + 22 + 4 d(z) =z +2
3) D) =32° —8a*+ 72+ 2> —52+6 d(x):x+2
4) D(z) =32* — 523+ 32+ 3z — 4 d(z) ==
5) D(z) =22° — 112" +162° — 222 —42+3  d(z)==
6) D(z) = 2* +92% + 26z + 25 d(z) ==z
3.3 Déterminer, par utilisation successive du schéma de Horner, le résultat des
divisions suivantes :
1) (* =322 +4): ((x —2) (z+1))
2) (423 +422 =52 -3): ((z— 1) (z + 1))
3) (z* =522 +4): ((z—1)(z+2))
3.4 Ecrire les polynomes suivants comme produit de polynoémes de degré 1, sachant
qu'ils sont tous divisibles par (x — 1) et (z — 2).
1) 23+ 22 - 10z + 8 2) 2t — 323 — 722+ 272 — 18
Théoréme Le reste de la division d’un polynéme P(x) par le binome x — a
vaut P(a).
Preuve Soient ¢(z) le quotient et r le reste de la division de P(x) par x — a.
Puisque deg(r) < deg(z — a) = 1, on en déduit que deg(r) = 0, c’est-a-dire
que 7 est un nombre.
L’égalité fondamentale de la division donne P(z) = (z — a) ¢(z) + r. En rem-
plagant = par a dans cette égalité, on obtient P(a) = (a — a) g(a) +r = r.
0
Corollaire Le nombre a est un zéro du polynéme P(x) si et seulement si
P(x) est divisible par x — a.
3.5 Calculer le reste de la division de D(z) par d(z), sans effectuer la division
polynomiale :
1) D(z) =2 — 422 + 4 diz)=2—-5
2) D(z)=2°—1 diz)y=2z-1
3) D() =623+ 72> —6x+5 diz) =z +1
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4) D(z) =2® +32> +22—6 dz)=z+3

3.6 Déterminer les valeurs du paramétre a pour lesquelles les divisions qui suivent
sont exactes, sans effectuer la division.

1) (z> +ax+15): (z + 3)
2) (* =522+ T7x+a): (z—1)
3) (#*+az?—9x—5):(z+1)

3.7 Déterminer le nombre £ pour que
1) 2* + kx* — 5z + 6 soit divisible par z — 1;
2) 22° — x* — Tz + k soit divisible par  + 2;
3) 22° —92? — 19z + k soit divisible par 2z + 1.

3.8 Déterminer les nombres m et n pour que
1) 2% — 2% + 2mx + n soit divisible par 2> — 2z + 2;
2) x* + ma® + nx — 4 soit divisible par 22 + 1;

3) 2% — 2% + mx + n soit divisible par (z + 2) (z — 5).

3.9 Le polynome 2 2° + 2% — 72 — 6 est-il divisible par 22 — 2 — 27

3.10 Soit n > 0 un entier arbitraire. Montrer que le polynéme
Plz)=(z—-2)"4+(z-1)" -1
est divisible par (z — 1) (z — 2).

3.11 Trouver un polynome P(x) de degré deux qui admet 1 et —2 pour zéros, et tel
que P(2) = 8.

3.12 Construire un polynéme P(z) de degré deux tel
— qu’il soit divisible par z — 2;
— que le reste de la division de P(x) par x + 4 soit égal & 18;
~ P(1) = —12.

3.13 Déterminer un polynoéme P(x) du troisiéme degré
— qui admet 4 pour zéro;
— qui soit, divisible par x — 2;
dont la valeur numérique pour x = —3 est nulle;
et tel que P(1) = 84.
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3.14

3.15

3.16

Déterminer un polynéme P(z) du quatriéme degré satisfaisant aux cinq condi-
tions suivantes :

il admet —2 pour zéro;

il est divisible par x + 1;

il admet le facteur x dans sa décomposition en facteurs;
il admet 180 pour reste de sa division par x — 3;

P(2) = 0.

Déterminer un polynome P(z) du cinquiéme degré satisfaisant aux six condi-
tions suivantes :

sa valeur en 0 est 0;

il admet 2 pour zéro;

il est divisible par x + 2;

P(1) =0;

il admet z — 3 dans sa décomposition en facteurs;

le reste de la division de P(z) par z + 3 est 720.

Soit P(x) = 22° + 322 — 112 — 6. Ecrire P(z) comme produit d'un nombre
réel et de polynomes unitaires du premier degré sachant qu'un nombre entier
compris entre —4 et 0 est solution de 1'équation P(z) = 0.

Théoréme Soit P(x) = c, 2" +cp_1 2" 1+, . .4+ cy 22+ ¢y x+co un polyndome
a coefficients entiers.

1) Si a est un zéro entier de P(z), alors a est un diviseur de c.

2) Sia =% est un zéro rationnel de P(z), avec u et v premiers entre eux,

alors u est un diviseur de ¢y et v est un diviseur de c,.

Preuve

1) Vu que a est un zéro de P(z), on a :

Ch@” 4+ Cp 10" . Fgattciat+cg=0

. —cad®—ca

n—2 _

Cop = —Cpa" —Cp_1 0
co=a(—c,a" ' —c, 1a . —Coa— )

Ainsi ¢y est un multiple de a ou, si 'on préfére, a est un diviseur de ¢y.

2) Puisque % est un zéro de P(x), on obtient :

-1 2
e (B) +ea (U)o te(®) tatte=0
La multiplication de cette égalité par v donne :
™ o u™ v " 2 uv™ o =0

On en déduit :
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(a) cov™ =u(—cou™ ' —cp U v — . —cuv"? — ¢ ")

Par conséquent u divise c¢qv™. Attendu que u et v sont premiers
entre eux, le lemme de Gauss implique que u divise cg.

(b) chu =v(—cpu™t— ... —cput v —cruv™ % — cpun )
Donc v divise ¢, u™. Comme u et v sont premiers entre eux, il en
résulte, d’aprés le lemme de Gauss, que v divise c¢,.

Exemple Déterminons les zéros rationnels de P(z) = 323 + 222 — T2 + 2.
Les zéros entiers possibles sont +1 et +2, car les diviseurs de 2 sont +1 et +2.

Les zéros rationnels possibles sont £1, -2, :I:% et :I:%, car les diviseurs de 2 sont
+1 et +2 et les diviseurs de 3 sont +1 et +3.

En testant successivement ces candidats, on constate que P(1) =0, P(=2) =0
et P(%) =0, de sorte que I'on a obtenu les trois zéros du polynome P(x).

Remarquons qu’aprés avoir trouvé trois zéros, il est inutile de tester les autres
candidats, étant donné qu'un polyndéme de degré n posséde au plus n zéros.

3.17 Chercher les zéros rationnels des polyndmes suivants.
1) f(z)=6z2"—523+ 72> -5z +1
=182% — 1522 -4z + 4

3.18 Résoudre les équations suivantes.
1) 62°+192" + 2% — 62 =0
2) 62t + a3 +52x2+x—1=0
3) 3zt +11a* + 922 +22 =0

Réponses

3.1 ) 2t =323 +2—-5=(22-3) (2> =32 +3) + (—8x +4)

2) 352> +4722 +3z+1 =05z +1) (72> +8x —1)+2

3) 2" =425+ 225+ 2 - 322+ 20— 6= (2°—3) (2> —4z2+2)+ (2* —102)
4) ¥+t +1=(2—o+1) (@ +2° -3+ +1)

5) 2° =32+ 222 + 5= (v +2) (z* =223+ 22 +5) — 10

6) 2 +3=1(52"-322+22—1)+ 1 (32% — 22+ 16)

7) 6z +423 -T2 = (22> -3) 322+ 22+ 1)+ (62 + 3)

8) Ta® —a*+62° —To= (72 —2) (2 — Lz +1)+ (-12” - 62)

)
)
)
)
)
)
)
) 7
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9) 22 —1=2(B2 -2 +o+1)+ (32— 22
10) 322 —2? +x+1=(222-1) (% —%)+(gx+

3.2 o+ +22+r+1l=(-1) (2> +222+3z+4)+5
2) at —42® - 1222+ 20+ 4= (z+2) (2* — 622 +2)
3) 325~ 82+ T3 +2?—5r+6 = (2+2) (324 —14 2% +35 22— 69 2+133)— 260
4) 3t =522 +322 +3v—4d=(x—1) (32> - 22+ +4)
5) 22° — 112t +162° =22 — 42 +3=(z —3) 22* = Ha* + 22 + 2 — 1)
6) 2°+92° +26x+25=(z+3) (2 +62+8)+1
3.3 1) z—2 2) 4x +6 3) 2 —x —2
3.4 1) (x+4)(r—1)(zr—2) 2) (x—=3)(x+3)(z—1)(r—2)
3.5 1) 29 2) 0 3) 24 4) —12
3.6 1) a=38 2) a=-3 3) a=-3
3.7 1) k=-2 2) k=6 3) k=-7
3.8 1) m=0,n=2 2) m=-3,n=0 3) m=—16,n= —20
3.9 non
311 P(@)=2(x—1)(x+2)
3.12 P(z)=(zx—2)(3x+9)
3.13 P(x)=7(z—4)(x—2)(x+3)
3.14 P(z)=3z(z+2)(x+1)(z —2)
3.15 Plz)==22(r—-2)(z+2)(xr—1)(x—3)
3.16 Pl)=(z+3)(x—2)(2z+1)
317 1)S={l:1) 2) §={-1.2) 3 S= o
0= {3} 5= {-4:1)
3.18 1) S={-3;-%;0;1} 2) S={-1;1}
3) S:{—3—\/5;_§;—3-5\/5;0}
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3.19 Factoriser les polyndomes suivants :
1) ot +42% —Ta? — 222 + 24 2) 22 +322—112—6
3.20 Trouver tous les polynomes P(z) de degré 3 divisibles par 22 + z + 1 tels que
P(1) =0et P(0) = 1.
3.21 Déterminer, sans effectuer la division, le reste de la division de A par B.
1) A=22%—42°+32" - 222 —2+3 B=2a?—-2-2
2) A=2" — 1123 +552'" +1 B=2?-1
3) A=z +2?—22+3 B=a?—-T7x+12
3.22 1) Montrer que le polynome A = (z+1)?" 4 (z +2)" — 1 est divisible par le
polynéme (z + 1) (z + 2) pour tout n € N.
2) Montrer que le polynome A = 2"+ — 2" — z + 1 est divisible par (z — 1)?
pour tout n € N.
3.23 Montrer que les équations suivantes n’ont pas de solutions rationnelles.
1) 62t +322—42+6=0 2) 22°+32*+7=0
Réponses
3.19 1) (z=1D(z—=2)(z+3)(x+4) 2) (z+3)(2z+1)(x—2)
320 P(z)=1-23
3.21 1) 10z +21 2) 452 +1 3) 42x — 93
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