5.1

5.2

Etude du signe & Inéquations

Inéquations du 1°* degré

Les inéquations du 1°" degré se résolvent de la méme maniére que les équations
du 1°" degré, & une exception prés :

Il faut faire bien attention de changer le sens de I'inégalité lorsqu’on
multiplie ou divise par un nombre négatif.

Exemple 3-27<0 — —22<-3 = z>2 — S=[;+0

Résoudre les inéquations.

3—r =« 5(x—1)
1 144 12 2 - —
)5(14+4z)>7+12z ) 1 4/3+ 3
6xr+1 8x—1 11z 2z 1 3
3) 2x— — <0 4)2rx——<=-(162—=
) 22— 3 "3 ) 22— \9< v 2)
or 4x—3 9-2x r T—=95H 35
5) — — > 6) v —T7|-— > ——
) T 8 9 )@ (5 4 ) 4
3r 2z T r—2 b r+1 5
7———>5(— 1)—5 8 2@ —1) < _2
)5 525G L
Signe du binéme ax + b signe
contraire __b
. . de a a gigne de a
Le signe du binéme a x + b est donné par la régle fi >
Preuve X0
0¥
a:r+b>0<:>:1:>—g ) vz
ar+b<0 << < —g - + > axe horizontal
_b n
_ Iy + > /
0 >
ax—I—bZO <:>x<—g
b
ar+b<0 < x> -2t + _a .
b a — > axe horizontal
+ @a — > Y
Qtz,%é
Etudier le signe des binomes suivants :
1) 2z +1 2) 3x+7 3) 6x—4
4) -9z 5) —sxz—1 6) 2z — 3
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Signe du trinéme az?+ bz + c

Posons A = b?> — 4ac. Le signe du trindome ax? + bz + ¢ est donné par :

. signe de a
1) siA<O: g

. signe de a 1 signe de a N b
2) iA=0: & > ou Ty = 3,

signe
) contraire )

. signe de a signe de a . _

3) sSiA>0: & g—dea 4 S8 ol :J/:l,gz%‘/K

Preuve ax —l-bx—l-c—a(x + 2 x—i— ) (( + QL +4b—22)—%+§>

2.
— b\2 _ 24 _ b A
—a<($+ﬂ) 4azac> ( 72) —m>
1) Supposons A < 0.
Alors —ﬁ > 0, de sorte que (:1: + %)2 — ﬁ > 0 quel que soit x € R.
Le trinome a 2% 4+ bz + ¢ a donc toujours le signe du coefficient a.

2) Supposons A = 0.

b \2 _ b N A .
Alors a (:1: + ﬁ) s’annule pour ¥ = —5- et posséde le méme signe que

le coefficient a pour toute autre valeur de x.
3) Supposons A > 0.
Alors le trinome se factorise : az? +bx +c=a (v — x1) (v — 22).

Sans perte de généralité, supposons r; < x, et déterminons le signe de
cette expression a l'aide d’un tableau de signes :

T I9
a sgn(a) | sgn(a) | sgn(a)
T — 2 — 0+ +
T — T — — 0+
a(x —a1) (x —x2) | sgn(a) 0 —sgn(a) 0 sgn(a)

5.3 Etudier le signe des trindmes suivants :
1) 62% — 2z —2 2) 822 — 10z +3 3) =22 +62—9
4) =222 +Tx+4 5) 2522 — 302 + 34 6) —3z%+ 24z — 60
7) 622 8) 622+ Tz 9) 812 — 25

Signe d’un polynéme

On étudie le signe d’un polynéme en déterminant le signe de chacun de ses
facteurs. On détermine alors le signe du polynéme grace a la régle des signes.
On présente cette étude dans un tableau dans lequel on prend soin d’ordonner
les zéros des différents facteurs.
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5.4

5.5

Exemple FEtudions le signe du polynéme P(z) = 2% + 2% — 41 — 4.
Il faut en premier lieu factoriser ce polynéme :
P4 —dr—4=2*(z+1)—4(z+1) = (z+1) (22 —4) = (z+1) (z—2) (z+2)

On établit ensuite le tableau des signes :

-2 -1 2
z+1| — -0 + ‘ +
rT—2| — — -0 +
r+2| — 0 + + +
P(z) | — (') + 0 — 0 +
Etudier le signe des polynomes suivants :
1) z(z—1) 2) (z+1)(z—-2)
3) (2—xz)(z+3)(2zx—1) 4) x(2x—3)(1—3x)
5) (x—2)(6—2x) (4 —x) 6) 4+2z)Bzx—1)(2—2x)
7) (x+2) (x> + 22+ 2) 8) z?(x — 1)1 (6 — z)3

Signe d’une fraction rationnelle

On étudie également le signe d’une fraction rationnelle a I'aide d’un tableau
de signes, en tenant compte des facteurs du numérateur et du dénominateur.

Les zéros du dénominateur constituent les valeurs pour lesquelles la fraction
rationnelle n’est pas définie; on les signale par une double barre.

2?2 —4x+4
72 —-2x -3

> —dr+4 (55—2)2

2 —-2x—3 (v+1)(z—3)

On peut alors établir le tableau des signes :

Exemple Etudions le signe de la fraction rationnelle F(x) =

On commence par la factoriser : F(x) =

-1 2 3
=22 | + | + 0+ | +
r+1 — + + +
r—3 — — — +
F(x) + -0 — +

Etudier le signe des fractions rationnelles suivantes :
3 (x —2)(x+2) 2) 243 3) (x —2)(3—12)
(x —1)(z+2) (44+2x)(3zx—1)

z—1
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5.6

1) 9z% — 4

4) 42?2 =122+ 9
1

) —+1

) 2—x+

5.7 Résoudre les inéquations.

1) 22 =32+2>0
4) 422 =202 +25 > 0
7)52*+8x+4<0

5.8 Résoudre les inéquations.

1) 2> >x
3)
5)
)

¢ —3x > —2

2
»—-1l<z2—2x+1

5.9 Résoudre les inéquations.

1 T
1) +

r—1 z2-1
4o —3
r—1

>0

3) > 9

3x24+122+1

202 4+6x+1 =
S5r—4
r—3

5)

52242
>

7 2 -9

22— 31 +2
—_— >1
9) 2 —Tx+12 ~

5.10
4r—4<0
3r+2>0

y {

3)

3z —8
=
5—6x
|
z+1

>0

N (r—12%(x-2)<(@*-1)2—-2) 8

Etudier le signe des expressions suivantes :

2) 82% — 1
5) >+ 3z +2
2

8 e
)x+x_3

2) =12 +324+4>0
5) 22 — 22 <0
8) 422 > 16

3) 1—at
6) z* — 1322 + 36

m(x—m<2fx—3x>

3) 22 — 10z +40 > 0
6) 522 > 0
9) (x—2)?4+2z < -2

(
(x4+3)2>5(x+3)(z—2)
2z —1)2>9(2—1)?

1
2) © > —
x
r—1 r+1 3
4 _
) 3 x3—x2<2x2—x3—x
2x 2x+1
6 >
) 42217 422 —4x+1
8) ! <1 2
2 —2x x
5 2 3
10)

Résoudre les systémes d’inéquations.

—XT

2 {

4)

4x
3

— P
2 +5x+6 a22—-47 22-9

22 —-102+21 <0

2—6x+16>0

-4<0
+12 <0

T+8>3x+2
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7T—x
5) —3 <3
) r+3
) 22 —4<0
3z+2>0
3x—5>0
9 2—6x
) $2+1 >1
(x+1)2

9 —-2<3x—14
11) § bx+3<15—-Tx
11x2—-—4>10x—-9

(((r+ 1P =3z —-1)2>2%—11

3r—1 r— 2
<

27 +3
6) (x—2)< T —4x><1
—
422 -4 < —1
8) 7
T >z —3

10) —3<1-22<3

(4x—5
>0

2—-3zx

x?+4

. T+ 2

12) {
>0

([ (z4+2)(6—2) >0
2 —x—12<0

13) S <Tt+— 14){ Ol
>
1+_<% \ 1'2—9
\ T T
Réponses
5.1 1) S=]4;+400] 2) S=]—o0;—22] 3) S=R
4)S=g 5) S=g 6) S=1[0;400[
7)S=R 8) S =] ;4o
_1 7 2
_ 2 3 _ 3
5.2 1) 9 T 2) T 0 3) 0 T
0 2 i
_ — _ _ 4
4) __+ h 5) __* 0 6) 0 T
_1 2 103 5
2 _ 3 2 _ 4 _ _
5.3 1) _* P T 2) _ T P— T 3) 0
Ly,
2 _ _
4) — 4 5) + 6)
0 1 0 _5V/2 5V2
6 __ 4 _ 4
7) + o + 8) + o o + 9) + o o +
0 _ 1 -1 _ 9 3 _ 3,9
5.4 1 JO S et e ) O S Wl S s RO s el Sl Sl
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5.5
5.6
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5.11 Résoudre ces petits problémes :

1) Vous allez de Lausanne a Genéve par 'autoroute a la vitesse de 120 km /h.
Au retour vous prenez la route du lac et vous roulez a la vitesse moyenne
de 80 km/h. Quelle est la vitesse moyenne pour le trajet aller et retour ?

2) L’inflation a été de 4 % en 1989 et 6 % en 1990 : quelle est I'inflation
moyenne pendant ces deux ans?

3) Vos notes en allemand sont 3 et 5 : quelle est votre moyenne ?

On définit pour 0 < a < b :

b
la moyenne arithmétique m = a4 ;_
la moyenne géométrique ¢ = vab
) 1/1 1
la moyenne harmonique —=—-|—+ —
h 2\a b

Quel lien y a-t-il entre ces trois moyennes et les trois problémes précédents ?

1) Comparer a, b et m.

2ab

2) Mont h =
ontrer que P

et vmh=yg.

4
5

)

3) Comparer a, b et g.
) Comparer a, b, m, g et h.
)

Dans quel cas a-t-onm =¢g? g=h? m=h?

5.12 Soient z,y € R,. Comparer :
) (1+z)(1+y) et 14+z+y 2) 2 +y* et xy(z+y)

5.13 Certaines régles sont utilisées pour déterminer la quantité d’'un médicament a
donner & un enfant si on connait celle & donner a un adulte.
A
Régle de Y C= d
égle de Young Ario
A+1
Régle de Cowling C = Q—Zd

ot A représente I'age de 'enfant, d la prescription pour un adulte et C la
prescription pour un enfant.

1) Pour quels ages ces deux régles donnent-elles la méme prescription pour
un enfant ?

2) Quelle régle fournit le dosage le plus grand ?

5.14 Résoudre les inéquations (a et b sont des paramétres).
r T
1)—+g>2(a+b) a>b>0
a
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<0 a>b>0

3) — — < b>1 0
)a b 1—a b oz
r—a x—b_ (a—0>)?
4 — > b>a>0
) b a ab ¢
a+x 1 x+3
— > >3
)(a—2)2 a—3+a2—5a+6 ¢
5.15 Résoudre les inéquations selon la valeur du paramétre.
) (a—z>a*—1 2) ax+9 <3z +d?
- 2 3
3) m(m+4)z+4<m?—4gz 4)$2a+ x: >%
4z 2¢—1 1—4muz
5 < 6 2m—1) < ——
) =1 S Jr@m=1) <50
Réponses
5.11 1) 96 km/h 2) 4,995 23 % 3) 4
I)a<m<b 3)a<g<b Hya<h<g<m<b

5) Sia=balorsa=h=g=m=b;sia<balorsa<h<g<m<b

5.12 1) (14+2)(1+y) =14z +y et Pégalité est satisfaite si seulement si z =0
ouy =0.
2) 2 +y3 > zy (z + y) et Pégalité est satisfaite si et seulement si z = 3.

5.13 1) Ay =18 5123 et A =B 977

2) Si0< A <A;:Cowling;si A} <A <Ay : Young;si Ay < A : Cowling

5.14 1) 2>2ab 2) x>a+b 3) r<a
4) x < 2a 5) x > —2
-2
5.15 1) a<l s<a+1 2) a<3 z>a+3 3) m#-2 z< — >
a =1 impossible a =3 impossible ) m‘—i—
a>1 z>a+1 a>3 rz<a+3 m = —2 impossible
3(2a—3) 1—m 1
4 <6 > —H <3 < ——56 <1 > ——F
) a<b w>oaTyd) me3 w<gET 0 m<s > e
a =6 impossible m = 3 impossible m>1 r< 1
6 3(2a—3) o3 po 1M 2 4m?+1
> <" m T >
¢ v 2(6—a) 2(3—m)
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