
5 Étude du signe & Inéquations

Inéquations du 1

er

degré

Les inéquations du 1

er

degré se résolvent de la même manière que les équations

du 1

er

degré, à une ex
eption près :

�

Il faut faire bien attention de 
hanger le sens de l'inégalité lorsqu'on

multiplie ou divise par un nombre négatif.

Exemple 3� 2 x 6 0 =) �2 x 6 �3 =) x >

3

2

=) S = [

3

2

; +1[

5.1 Résoudre les inéquations.

1) 5 (1 + 4 x) > 7 + 12 x 2)

3� x

12

�

x

4

> 3 +

5 (x� 1)

3

3) 2 x�

6 x+ 1

2

�

8 x� 1

3

+

11 x

3

< 0 4) 2 x�

2 x

9

6

1

9

�

16 x�

3

2

�

5)

5 x

18

�

4 x� 3

8

>

9� 2 x

9

6) x� 7

�

x

5

�

x� 5

4

�

> �

35

4

7)

3 x

2

�

2 x

3

> 5

�

x

6

+ 1

�

� 5 8)

x� 2

3

�

5

9

(x� 1) <

x + 1

4

�

5

2

Signe du bin�me a x+ b

Le signe du bin�me a x+ b est donné par la règle

�

b

a

0

signe


ontraire

de a

signe de a

Preuve

a > 0 a x+ b > 0 () x > �

b

a

a x+ b 6 0 () x 6 �

b

a

�

b

a

0

� +

axe horizontal

�

b

a

y

=

a

x

+

b

�

+

a < 0 a x+ b > 0 () x 6 �

b

a

a x+ b 6 0 () x > �

b

a

�

b

a

0

+ �

axe horizontal

�

b

a

y

=

a

x

+

b

+

�

5.2 Étudier le signe des bin�mes suivants :

1) 2 x+ 1 2) �3 x+ 7 3) 6 x� 4

4) �9 x 5) �

1

2

x� 1 6)

2

3

x�

1

2
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Signe du trin�me a x

2

+ b x+ 


Posons � = b

2

� 4 a 
. Le signe du trin�me a x

2

+ b x + 
 est donné par :

1) si � < 0 :

signe de a

2) si � = 0 :

signe de a signe de a

x

1

0

où x

1

=

�b

2 a

3) si� > 0 :

signe


ontraire

de a

signe de a signe de a

x

1

0

x

2

0

où x

1;2

=

�b�

p

�

2 a

Preuve a x

2

+ b x+ 
 = a

�

x

2

+

b

a

x +




a

�

= a

�

�

x

2

+ 2 �

b

2 a

x+

b

2

4 a

2

�

�

b

2

4 a

2

+




a

�

= a

�

�

x+

b

2 a

�

2

�

b

2

�4 a 


4 a

2

�

= a

�

�

x+

b

2 a

�

2

�

�

4 a

2

�

1) Supposons � < 0.

Alors �

�

4 a

2

> 0, de sorte que

�

x+

b

2 a

�

2

�

�

4 a

2

> 0 quel que soit x 2 R.

Le trin�me a x

2

+ b x + 
 a don
 toujours le signe du 
oe�
ient a.

2) Supposons � = 0.

Alors a

�

x+

b

2 a

�

2

s'annule pour x = �

b

2 a

et possède le même signe que

le 
oe�
ient a pour toute autre valeur de x.

3) Supposons � > 0.

Alors le trin�me se fa
torise : a x

2

+ b x + 
 = a (x� x

1

) (x� x

2

).

Sans perte de généralité, supposons x

1

< x

2

et déterminons le signe de


ette expression à l'aide d'un tableau de signes :

a sgn(a) sgn(a) sgn(a)

x� x

1

� + +

x� x

2

� � +

a (x� x

1

) (x� x

2

) sgn(a) �sgn(a) sgn(a)

x

1

x

2

0

0

0 0

5.3 Étudier le signe des trin�mes suivants :

1) 6 x

2

� x� 2 2) 8 x

2

� 10 x+ 3 3) �x

2

+ 6 x� 9

4) �2 x

2

+ 7 x+ 4 5) 25 x

2

� 30 x+ 34 6) �3 x

2

+ 24 x� 60

7) 6 x

2

8) 6 x

2

+ 7 x 9) 8 x

2

� 25

Signe d'un polyn�me

On étudie le signe d'un polyn�me en déterminant le signe de 
ha
un de ses

fa
teurs. On détermine alors le signe du polyn�me grâ
e à la règle des signes.

On présente 
ette étude dans un tableau dans lequel on prend soin d'ordonner

les zéros des di�érents fa
teurs.
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Exemple Étudions le signe du polyn�me P(x) = x

3

+ x

2

� 4 x� 4.

Il faut en premier lieu fa
toriser 
e polyn�me :

x

3

+x

2

�4 x�4 = x

2

(x+1)�4 (x+1) = (x+1) (x

2

�4) = (x+1) (x�2) (x+2)

On établit ensuite le tableau des signes :

x+ 1 � � + +

x� 2 � � � +

x+ 2 � + + +

P(x) � + � +

�2 �1

2

0

0

0

0 0 0

5.4 Étudier le signe des polyn�mes suivants :

1) x (x� 1) 2) (x+ 1) (x� 2)

3) (2� x) (x+ 3) (2 x� 1) 4) x (2 x� 3) (1� 3 x)

5) (x� 2) (6� 2 x) (4� x) 6) (4 + x) (3 x� 1) (2� 2 x)

7) (x + 2) (x

2

+ 2 x+ 2) 8) x

2

(x� 11)

11

(6� x)

3

Signe d'une fra
tion rationnelle

On étudie également le signe d'une fra
tion rationnelle à l'aide d'un tableau

de signes, en tenant 
ompte des fa
teurs du numérateur et du dénominateur.

Les zéros du dénominateur 
onstituent les valeurs pour lesquelles la fra
tion

rationnelle n'est pas dé�nie ; on les signale par une double barre.

Exemple Étudions le signe de la fra
tion rationnelle F(x) =

x

2

� 4 x+ 4

x

2

� 2 x� 3

.

On 
ommen
e par la fa
toriser : F(x) =

x

2

� 4 x+ 4

x

2

� 2 x� 3

=

(x� 2)

2

(x+ 1) (x� 3)

.

On peut alors établir le tableau des signes :

(x� 2)

2

+ + + +

x+ 1 � + + +

x� 3 � � � +

F(x) + � � +

�1

2 3

0

0

5.5 Étudier le signe des fra
tions rationnelles suivantes :

1)

(x� 2) (x+ 2)

x� 1

2)

2 x+ 3

(x� 1) (x+ 2)

3)

(x� 2) (3� x)

(4 + x) (3 x� 1)
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5.6 Étudier le signe des expressions suivantes :

1) 9 x

2

� 4 2) 8 x

3

� 1 3) 1� x

4

4) 4 x

2

� 12 x+ 9 5) x

2

+ 3 x+ 2 6) x

4

� 13 x

2

+ 36

7)

1

2� x

+ 1 8) x+

2

x� 3

9) (x� 2)

�

3

2� x

� 3 x

�

5.7 Résoudre les inéquations.

1) x

2

� 3 x+ 2 > 0 2) �x

2

+ 3 x+ 4 > 0 3) x

2

� 10 x+ 40 > 0

4) 4 x

2

� 20 x+ 25 > 0 5) x

2

� 2 x 6 0 6) 5 x

2

> 0

7) 5 x

2

+ 8 x+ 4 < 0 8) 4 x

2

> 16 9) (x� 2)

2

+ 2 x < �2

5.8 Résoudre les inéquations.

1) x

2

> x 2) x

3

< 4 x

3) x

2

� 3 x > �2 4) (x� 2)

2

> 4 (x� 1)

2

5) x

3

� 1 < x

2

� 2 x+ 1 6) (x+ 3)

2

> 5 (x+ 3) (x� 2)

7) (x� 1)

2

(x� 2) < (x

2

� 1) (2� x) 8) (2 x� 1)

2

> 9 (2� x)

2

5.9 Résoudre les inéquations.

1)

1

x� 1

+

x

x

2

� 1

> 0 2) x >

1

x

3)

4 x� 3

x� 1

> 2 4)

x� 1

x

3

�

x+ 1

x

3

� x

2

<

3

2 x

2

� x

3

� x

5)

3 x

2

+ 12 x+ 1

2 x

2

+ 6 x+ 1

> 2 6)

2 x

4 x

2

� 1

>

2 x+ 1

4 x

2

� 4 x+ 1

7)

5 x

2

+ 2

x

2

� 9

>

5 x� 4

x� 3

8)

1

x

2

� 2 x

6 1�

2

x

9)

x

2

� 3 x+ 2

x

2

� 7 x+ 12

> 1 10)

5

x

2

+ 5 x+ 6

�

2

x

2

� 4

>

3

x

2

� 9

5.10 Résoudre les systèmes d'inéquations.

1)

�

4 x� 4 6 0

3 x+ 2 > 0

2)

�

x

2

� 10 x+ 21 6 0

�x

2

� 6 x+ 16 > 0

3)

8

>

>

<

>

>

:

3 x� 8

5� 6 x

> 0

x

2

+ 1

x+ 1

> 0

4)

8

<

:

4 x� 4 6 0

3 x+ 12 < 0

x+ 8 > 3 x+ 2
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5) �3 <

7� x

x+ 3

6 3 6) (x� 2)

�

2 x+ 3

2� x

� 4 x

�

6 1

7)

�

x

2

� 4 6 0

3 x+ 2 > 0

8)

8

<

:

4 x

2

� 4 x 6 �1

x+ 7

2

> x� 3

9)

8

>

>

<

>

>

:

3 x� 5

2� 6 x

> 0

x

2

+ 1

(x + 1)

2

> 1

10) �3 < 1� x

2

6 3

11)

8

<

:

9 x� 2 < 3 x� 14

5 x+ 3 < 15� 7 x

11 x� 4 > 10 x� 9

12)

8

>

>

<

>

>

:

4 x� 5

2� 3 x

> 0

x

2

+ 4

x + 2

> 0

13)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

(x + 1)

3

� 3 (x� 1)

2

> x

3

� 11

3 x� 1

2

< x+

x� 2

5

1 +

2

x

6

3

x

2

14)

8

>

>

<

>

>

:

(x+ 2) (6� x) > 0

x

2

� x� 12 6 0

x

x

2

� 9

> 0

Réponses

5.1 1) S = ℄

1

4

; +1[ 2) S = ℄�1 ;�

13

24

℄ 3) S = R

4) S = ? 5) S = ? 6) S = [ 0 ; +1[

7) S = R 8) S =℄

77

17

; +1[

5.2 1)

0

�

1

2

� +

2)

0

7

3

+ �

3)

0

2

3

� +

4)

0

0

+ �

5)

0

�2

+ �

6)

0

3

4

� +

5.3 1)

0 0

�

1

2

2

3

+ � +

2)

0 0

1

2

3

4

+ � +

3)

0

3

� �

4)

0 0

�

1

2 4

� + �

5)

+

6)

�

7)

0

0

+ +

8)

0 0

�

7

6 0

+ � +

9)

0 0

�

5

p

2

4

5

p

2

4

+ � +

5.4 1)

0 0

0 1

+ � +

2)

0 0

�1

2

+ � +

3)

0 0 0

�3

1

2 2

+ � + �
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4)

0 0 0

0

1

3

3

2

+ � + �

5)

0 0 0

2 3 4

� + � +

6)

0 0 0

�4

1

3 1

+ � + �

7)

0

�2

� +

8)

0 0 0

0 6 11

� � + �

5.5 1)

0 0

�2

1 2

� + � +

2)

0

�2

�

3

2 1

� + � +

3)

0 0

�4

1

3 2 3

� + � + �

5.6 1)

0 0

�

2

3

2

3

+ � +

2)

0

1

2

� +

3)

0 0

�1

1

� + �

4)

0

3

2

+ +

5)

0 0

�2 �1

+ � +

6)

0 0 0 0

�3 �2

2 3

+ � + � +

7)

0

2 3

+ � +

8)

0 0

1 2 3

� + � +

9)

0

1 2

� � �

5.7 1) S = ℄�1 ; 1 [[ ℄ 2 ; +1[ 2) S = ℄� 1 ; 4[

3) S = R 4) S = R�f

5

2

g =℄�1 ;

5

2

[[ ℄

5

2

; +1[

5) S = [ 0 ; 2 ℄ 6) S = R�f0g =℄�1 ; 0 [[ ℄ 0 ; +1[

7) S = ? 8) S = ℄�1 ;�2 [[ ℄ 2 ; +1[

9) S = ?

5.8 1) S = ℄�1 ; 0 [[ ℄ 1 ; +1[ 2) S = ℄�1 ;�2 [[ ℄ 0 ; 2 [

3) S = ℄�1 ; 1 [[ ℄ 2 ; +1[ 4) S = ℄ 0 ;

4

3

[

5) S = ℄�1 ; 1 [ 6) S = ℄� 3 ;

13

4

[

7) S = ℄�1 ; 0 [[ ℄ 1 ; 2 [ 8) S = ℄

7

5

; 5 [

5.9 1) S = ℄� 1 ;�

1

2

[[ ℄ 1 ; +1[ 2) S = ℄� 1 ; 0 [[ ℄ 1 ; +1[

3) S = ℄�1 ;

1

2

℄[ ℄ 1 ; +1[ 4) S = ℄ 0 ;

1

4

[

5) S = ℄

�3�

p

7

2

;

�3+

p

7

2

[ 6) S = ℄�

1

2

;�

1

6

℄

7) S = ℄�1 ;�3 [[ ℄

14

11

; 3 [ 8) S = ℄�1 ; 0 [[ [ 1 ; 2 [[ [ 3 ; +1[

9) S = ℄

5

2

; 3 [[ ℄ 4 ; +1[ 10) S = ℄�1 ;�3 [[ ℄�2 ; 2 [[ [

12

5

; 3 [

5.10 1) S = ℄�

2

3

; 1 ℄ 2) S = ?

3) S = ℄

5

6

;

8

3

℄ 4) S = ℄�1 ;�4 [

5) S =℄�1 ;�8 [[ [�

1

2

; +1[ 6) S = R � f2g = ℄�1 ; 2 [[ ℄ 2 ; +1[

7) S = ℄�

2

3

; 2 ℄ 8) S = f

1

2

g

9) S = ? 10) S = ℄� 2 ; 2 [

11) S = ℄� 5 ;�2 [ 12) S = ℄

2

3

;

5

4

℄

13) S = ℄� 1 ; 0 [[ ℄ 0 ;

1

3

[ 14) S = [�2 ; 0 [[ ℄ 3 ; 4 ℄
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5.11 Résoudre 
es petits problèmes :

1) Vous allez de Lausanne à Genève par l'autoroute à la vitesse de 120 km/h.

Au retour vous prenez la route du la
 et vous roulez à la vitesse moyenne

de 80 km/h. Quelle est la vitesse moyenne pour le trajet aller et retour ?

2) L'in�ation a été de 4 % en 1989 et 6 % en 1990 : quelle est l'in�ation

moyenne pendant 
es deux ans ?

3) Vos notes en allemand sont 3 et 5 : quelle est votre moyenne ?

On dé�nit pour 0 < a 6 b :

la moyenne arithmétique m =

a + b

2

la moyenne géométrique g =

p

ab

la moyenne harmonique

1

h

=

1

2

�

1

a

+

1

b

�

Quel lien y a-t-il entre 
es trois moyennes et les trois problèmes pré
édents ?

1) Comparer a, b et m.

2) Montrer que h =

2 a b

a + b

et

p

mh = g.

3) Comparer a, b et g.

4) Comparer a, b, m, g et h.

5) Dans quel 
as a-t-on m = g ? g = h ? m = h ?

5.12 Soient x; y 2 R

+

. Comparer :

1) (1 + x) (1 + y) et 1 + x + y 2) x

3

+ y

3

et x y (x + y)

5.13 Certaines règles sont utilisées pour déterminer la quantité d'un médi
ament à

donner à un enfant si on 
onnaît 
elle à donner à un adulte.

Règle de Young C =

A

A + 12

d

Règle de Cowling C =

A + 1

24

d

où A représente l'âge de l'enfant, d la pres
ription pour un adulte et C la

pres
ription pour un enfant.

1) Pour quels âges 
es deux règles donnent-elles la même pres
ription pour

un enfant ?

2) Quelle règle fournit le dosage le plus grand ?

5.14 Résoudre les inéquations (a et b sont des paramètres).

1) a > b > 0

x

a

+

x

b

> 2 (a+ b)
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2) a > b > 0

a� x

b

�

b� x

a

6 0

3) b > 1 > a > 0

x

a

�

x� 1

b

6

1� x

1� a

+

1� a

b

4) b > a > 0

x� a

b

�

x� b

a

>

(a� b)

2

ab

5) a > 3

a + x

(a� 2)

2

�

1

a� 3

+

x + 3

a

2

� 5 a+ 6

> 0

5.15 Résoudre les inéquations selon la valeur du paramètre.

1) (a� 1)x > a

2

� 1 2) a x+ 9 < 3 x+ a

2

3) m (m+ 4)x + 4 < m

2

� 4 x 4)

x� a

2

+

2 x+ 3

4

>

ax

6

5)

4 x

(m� 1)

2

<

2 x� 1

m� 1

6) x (2m� 1) <

1� 4mx

2m� 1

Réponses

5.11 1) 96 km/h 2) 4;995 23 % 3) 4

1) a 6 m 6 b 3) a 6 g 6 b 4) a 6 h 6 g 6 m 6 b

5) Si a = b alors a = h = g = m = b ; si a < b alors a < h < g < m < b

5.12 1) (1 + x) (1 + y) > 1 + x+ y et l'égalité est satisfaite si seulement si x = 0

ou y = 0.

2) x

3

+ y

3

> x y (x + y) et l'égalité est satisfaite si et seulement si x = y.

5.13 1) A

1

=

11�

p

73

2

� 1;23 et A

1

=

11+

p

73

2

� 9;77

2) Si 0 < A < A

1

: Cowling ; si A

1

< A < A

2

: Young ; si A

2

< A : Cowling

5.14 1) x > 2 a b 2) x > a+ b 3) x 6 a

4) x 6 2 a 5) x > �2

5.15 1) a < 1 x < a+ 1

a = 1 impossible

a > 1 x > a+ 1

2) a < 3 x > a+ 3

a = 3 impossible

a > 3 x < a+ 3

3) m 6= �2 x <

m� 2

m+ 2

m = �2 impossible

4) a < 6 x >

3 (2 a� 3)

2 (6� a)

a = 6 impossible

a > 6 x <

3 (2 a� 3)

2 (6� a)

5) m < 3 x <

1�m

2 (3�m)

m = 3 impossible

m > 3 x >

1�m

2 (3�m)

6) m <

1

2

x >

1

4m

2

+ 1

m >

1

2

x <

1

4m

2

+ 1
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