7 Systémes d’équations

Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est une méthode directe de résolution de sys-
temes linéaires qui permet de transformer un systéme en un autre systéme
équivalent échelonné.

Exemple

r—2y—3z=—1
2x + y+ z= 7 L2—>L2—2L1
SU‘"?)y—QZI 13 L3—>L3—L1

r—2y—3z=-1
oY+ 7z2= 9
5y+ z= 14 L3—>L3—L2

r—2y—3z=-1
oY+ 7z2= 9
—6z= 5

A ce stade, on pourrait calculer z & partir de la 3¢ équation et substituer.

Il est cependant nettement préférable de pratiquer un algorithme de remontée
qui offre 'avantage de travailler avec des coefficients entiers.

l‘—2y—32’:—1 Ll—)QLl—Lg
5y+7Z: 9 L2—>6L2—|—7L3

—6z= 5
30y = 83
—6z= 5
30z =173
30y =83
—6z= 5
On conclut finalement que S = {(% ; % ; —%) }
7.1 Résoudre les systémes par la méthode d’élimination de Gauss.
204+3y+22=41 20 —3y+2z2=41
1) ¢ 8z+5y=31 2) S 5x4+3y=10—=2
Ty =21 9z =127
Tx—4y—52=056 r+y+z=25
3) ¢ 3y—22=13 Hox—y+z=5
dr—3y =22 r+22=2y—10
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3z—-2y—ax=17
2y4+32—2x =36
dr+2y—z=10

rT—y—2=26
5) s —2y—32=10 6)
Sr+6y+z2=2

20 +3y+4z=47
3r+5y—4z2=2
dor+Ty—22=31

3r—y+2=29
7V x+3y+302=6 8)
r—y+z=17

r+2y+3z2=9
r—y+4z=15
—x4+T7y—62z=-27

20 —y+3z=4
9) S 3x+4y—2=-bH 10)
r+5y—4z=-9

——  —— —— —/

20 -3y +2z— t= 1 r+y+2z=9
1) -+ 0y —3z+2t= -8 12) y+z+t==06

3z +2y+4z—-3t= 15 rTHz+t=7

Sr+ 9y + z+4t=-10 r+y+t=28

22+ y—3z+ t+ u= 4

r—2y— z+3t— u= 1

13) 32z — y+4z— t—3u=—6
r+ y+ z+ t+ u= 15
Sr—4y+32z—2t+ u= 3

Déterminants

Etant donné quatre nombres rangés en un tableau carré de 2 lignes et 2 co-
lonnes, on appelle déterminant d’ordre deux le nombre

b
D= Z; b; —CleQ—CLle
7.2 Calculer les déterminants d’ordre deux :
1 2 —1 1 0 7 -7 9
1) -1 3‘ 2) 3 —2| 3)‘0 3‘ 4)‘ 1 —8‘
0 -1 2 0 3 2 2 —=10
5>>—1 0} 6)‘—5 1‘ 7)>1 —4} 8>>3 —15‘

Etant donné neuf nombres rangés en un tableau carré de 3 lignes et 3 colonnes,
on appelle déterminant d’ordre trois le nombre

ap by
D= a9 b2 Co :a16203+b102a3+cla2b3—a36201—b302a1—03a21)1
as by c3

La regle de Sarrus permet de se rappeler facilement cette formule : on récrit
les deux premieres colonnes a droite du déterminant ; il suffit alors d’ajouter les
produits des diagonales descendantes et de soustraire le produit des diagonales
montantes.
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aq bl C1 | a1 b1
ay by co|ax by =arbycs+bicaag+crasbs —asbacy —bscaar —cgas by
as b3 C3 | a3 b3
7.3 Calculer les déterminants d’ordre trois :
2 -1 =2 2 0 -5 3 7 4
1) |6 -1 1 2) |5 3 3 3) |10 5 0
4 5 3 0 4 6 3 13 6
1 2 3 0 1 -1 1 0 8
4) 13 2 1 5) 2 4 =5 6) |9 1 16
1 3 2 -1 -1 1 3 0 4
3 2 1 4 -3 2 1 4 3
i1 -2 4 8) |5 9 -7 9) (2 5 1
4 2 3 4 -1 4 5 1 3
Méthode de Cramer
7.4 Considérons le systeme linéaire suivant :

axr+by=c
asx + byy = co

{

1) En usant de la méthode par addition, éliminer y et montrer que

< g a; b
(a1 by —agby) x = by cy — by o c’est-a-dire Loy =
a9 bg
2) De méme, éliminer x avec la méthode par addition pour montrer
N a; b
(a1by —as b))y =ajco —ascy c’est-a-dire ! bl Y=
g 02

On en déduit immédiatement la méthode de résolution de Cramer.

8]
C2

que

a1
ag

&1
C2

.| a1 b1 \ N . . ’
— Si b # 0, alors le systeme possede une solution unique donnée
a2 0y
par
c1 b ap €
c2 by Qg Co
T = et Y=
ar b ar b
a9 bg a9 bg
.| ar b1 N
— Si = 0, alors le systeme est
az by
<1z . ,ola b ap ¢
1) indéterminé si = =0;
c2 by Az Co

2) impossible sinon.
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7.5

Résoudre les systemes en utilisant la méthode de Cramer.
1){x+5y:35 2){2x—7y:8 3){8x+ 3y —3=0

3+ 2y =27 4y — 9x =19 9y + 122 — 3 =0
4) dox + 7Ty =101 5) 3r 4+ 2y =21 6) Tx 4+ 3y = 36
T — y= 55 rT— y= 2 11z — by = 8

7 10 + 4y =3 ) 122 — Ty = -2 9) 3r+4y —8 =0
20y — 5z =4 8x + 21y = 50 Tx —6y+ 1=0

7.6 Résoudre et discuter les systemes suivants :
2mx — (m+2)y =3m
1)
m—1)x — my =3(m-—1)
x + m — 1)y =2m?
(m?>=1)y =m (1l —m)
m+1)z+ (m—-1)y=m
mx + (m —i— Hy=m-—1
(m+1)2z+ (m*-1)y=m+1
(m— + (m?—=1)y = (m—1)?
(m—=3)z + my =
mz+ (m—4)y =
6) (m—1z+ (mM—2)y+5m+10=0
(m+5)z+ B3m+9)y — 10 =0
La résolution d’un systeme 2 x 2 par la méthode de Cramer se généralise au
systeme 3 x 3 dans le cas non singulier.
Le systeme
axr+biy+cz=d
asx + by + coz = do
azx + b3y + c3z = ds
admet pour solutions
d1 bl C1 aq d1 C1 aq bl d1
da by az dy 2 az by do
dg b3 C3 as d3 C3 as b3 d3
r = Yy = z =
aq bl C1 aq b1 C1 aq bl C1
az by o az by ¢ az by o
as bg C3 as bg C3 as bg C3
aq b1 C1
a condition que | ay by co | # 0.
az by c3
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7.7

7.8

7.9

Sinon, le systeme peut étre indéterminé ou impossible, sans que la méthode
de Cramer puisse répondre a cette question. Le systeme doit alors étre résolu

avec la méthode du pivot de Gauss.

Résoudre les systemes en utilisant la méthode de Cramer.

3r+2y+ z=123 r— y+z=0
1) ¢ b +2y+4z=46 2) r+2y—2=0
10z +5y+42z=75 4o +5y — 2 =3
3r —2y 4+ z2=2 or+3y+ 2z=1
3) T+ y—z=2 4) { 3x —0,52=26
—r+2y+z2=1 2y + z=—4
1,72 — 0,6y = —4,08 r+ y—z= 4
5) { 2,8 +06z=-672 6)q2x+ y+z= 6
28y — 1,72 =19,04 6z + 4y =20

Résoudre et discuter les systemes suivants :
2

mr+ y+ z=m mr+ y— z=
1) r+my+ z=3m-—2 2) r+my— z=1
T+ y+mz=2-—-m —x+ y+mz=1

Méthode par substitution

Pour résoudre un systéme avec des équations de degré supérieur a un, on utilise

généralement la méthode par substitution.

Exemple

3r—oy=—1
2?4+ y?+22—-6y—7=0

3x+1
5

La premiere équation implique y =

2
2?4 (3zE) 20— 6. 22E 7 =0

92246 2+1 18246 _
2?4 R 4 9 — BT 7 =0
2522 +922+62x+1+50x—902—-30—175=0
342? — 341 —204=34(2>—2—-6)=34(z —3) (x+2) =0
3.(—2)+1

x1 = 3 entraine y; = 23 =2

On a donc trouvé S = {(3;2);(-2;—-1)}

Résoudre les systemes d’équations.

1) 29? + 2% =81 2) r+2y=4
204+y=0 (x+3)(y—1)=—-12

et x9 = —2 implique y, = = =—1.

que l'on substitue dans la seconde :
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14) Pty try+r—y=06
r+4y—9=0

7.10 Deux voyageurs partent au méme instant du méme point et vont I'un vers le
sud, 'autre vers 'est. Ils parcourent respectivement 30 km et 40 km par jour.
Apres combien de jours seront-ils & 250 km 'un de 'autre ?

7.11 On partage 840 noix entre des enfants. Si chacun regoit 2 noix de moins, sa
part est égale au nombre d’enfants. Combien y a-t-il d’enfants?

7.12 Un petit marchand a acheté des pommes pour un montant total de 7,56 €.
Apres en avoir jeté 5 qui étaient gatées, il vend chaque pomme qui lui reste
4 centimes de plus qu’il ne 'avait payée et réalise ainsi un gain global de
58 centimes. Déterminer le nombre de pommes achetées.
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Réponses

7.1 1) S={(2;3;14)} 2) S={(3;-5;10)}  3) S={(5;1;:-5)}
4) $={(20;10;-5)}  5) S={(3;-2;-1)}  6) S={(%;3;28)}
7)S={(6;-10;1)} 8 S={(-2;11;¥)}
9)S={(l-a;a—2;a):acR} 10) S={(13-1la;a—2;3a):a € R}
11) S={(-3;1;4;-2)} 12) S ={(4;3;2;1)}
13) S={(1;2;3:;4;5)}
7.2 1) 5 2) —1 3) 0 4) A7
5) —1 6) 2 7) —14 8) 0
7.3 1) =70 2) —88 3) 30
4) 12 5) 1 6) —20
7) —6 8) 178 9) —59
7.5 1) S ={(5;6)} 2)s={(-3:-2}  3)s={(}:-4)}
4) S ={(9:8)} 5 {(5:3)} 6) S={(3:5)}
ns={(}:1)} 8) S={(1;2)} 9) S={(11;13)}
7.6 )Sim#2:8={(3;0)};sim=2:5={(a;252) :a e R}.
2) Sim#1etm# % S:{( 27;7;3 o 13gmlll))}'
swn—loum_—% S =

.

3) Sim# —3 S—{(3m+} 37211)} sim=—3:5=0

4) Sim # 1etm7é()etm5£1.8—{(4(3 m) ;1 (m —1))};
sim=-1:S={(l;a):aecR};sim=0:S={(a;a—1):aeR};
simzl:S:{(l;a):aeR}.

2

5) Sim#l—f:S:{(M'M)};sing:Sz@.

12—7m 7 Tm—12 7

6) Sim#—-letm#—5:S= {<*5(3m+14) . 5(m+8))};

2mt+l ) 2m+l
simz—l:S:{( %(5—2&)):&6R};sim:—

7.7 )S
) S
)S

{(4:3:5)} 2) S={(-1;2;3)} 3) S:{(g;l;i)}
{(— -3:2)} 5) 8={(-12:34;:-56))
{2-2a;3a+2;a):a R}
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7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

1) Sim#—-2etm#1:S={(m;2;-2)};

sim=-2:S={(a;a+4;a):a€R};
sim=1:S={(a;8;1-a—-p3):a,6€R}.

2) Sim#—letm#Oetm#l:S:{(

1

1.

m’m’'m

1

)

sim=-1:S={(a;a;-1):a€eR};sim=0:S=0;

sim=1:S={(a;1;a): a e R}.

1) S={(-3:6);(3;-6)}
3) 5 ={(6;-2);(26;18)}
5) 8 ={(6;2);(-6;-2)}
7) S={(3:11);(17;-3)}
9) S={(15;20)}

11) S ={(5;5)}

13) S = {(—4:7)}

5 jours

28 enfants

42 pommes a 18 centimes
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