12

12.1

12.2

12.3

12.4

Produit scalaire

Soient @ = (Zl) et b = (21> deux vecteurs du plan. On appelle produit
2 2

scalaire des vecteurs @ et b, et on le note a - b, le nombre

6-g:albl—l—a2b2

ai by
Soient @ = | as | et b= | by | deux vecteurs de ’espace. On appelle produit
as b3

scalaire des vecteurs @ et b, et on le note a - b, le nombre

5-5:a161+a262+a3b3

Soient a, b et € trois vecteurs du plan ou de I'espace et A € R. Démontrer ces
propriétés du produit scalaire :

) a-b=b-a 2)d-(b+&)=d-b+id-c
3) (A@)-b=A(@-b) 4) @-a=|al?

Soient @ et b deux vecteurs du plan ou de I'espace.
1) Démontrer que (@ —b) - (@—b) = ||@||2 — 2 (@ - b) + ||b]|>.
2) En déduire que @-b = 1 (|1@]* + 1612 — [|@ — b])?) -

3) Conclure que toute rotation des vecteurs de la base laisse le produit sca-
laire invariant.

Soient @ et b deux vecteurs du plan ou de l'espace et ¢ l'angle entre les vec-
teurs a et b.

1) Considérons une base orthonormée telle que le pre-
mier vecteur de la base €7 posséde la méme direc-

tion et le méme sens que le vecteur a, et que le b
second vecteur de la base e; fasse partie du plan € @
défini par les vecteurs a et b. Exprimer les compo- =z
— ' 1
santes des vecteurs a et b dans cette base.
2) Calculer le produit scalaire @ - b.
3) Conclure & la formule @ - b = ||@| ||b]| cos(¢) quel que soit le choix de la

base orthonormée.

Soient les points A(2;—3), B(3;2) et C(—2;5). Calculer les angles du tri-
angle ABC.
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12.5

12.6

12.7

12.8

12.9

12.10

12.11

12.12

12.13

12.14

Calculer les angles que la droite OA forme avec chacun des axes de coordonnées
dans le cas ot A(1;1;2).

On donne A(1;0;0) et B(0;2;0). Déterminer un point C de I'axe Oz pour
lequel ’angle en C du triangle ABC mesure 60°.

Soient @ et b deux vecteurs du plan ou de ’espace. Démontrer que les vecteurs @
et b sont perpendiculaires si et seulement si leur produit scalaire est nul.

En résumé : 5 5
alb < ada-b=0

On donne les points A(—4; —3), B(2;0) et C(0;4). Montrer que les droites AB
et BC sont perpendiculaires.

Montrer que les points A(—4;5;3), B(—=1;1;5),C(5;5;4) et D(2;9;2) forment
un rectangle.

1 2 6

Soient a = | 2 |, b= 1] et @= | =5 |. Déterminer le nombre k pour
-3 4 0

lequel les vecteurs a + k b et & sont perpendiculaires.

1
3
de telle sorte que 4 et W soient perpendiculaires et que v = k4 + 0.

On donne @ = ( ) et v = (113 ) Déterminer un vecteur w et un nombre k,

Démontrer que les diagonales d’un losange ABCD se coupent a angle droit.

. . L == - — ) L - L -
Indication : poser @ = AB et b = AD ; examiner les vecteurs @ + b et @ — b.

Montrer, de deux fagons différentes, que les points A(5; —8), B(3;1), C(—4;7)
et D(—2; —2) forment un losange.

On donne les points A(1;4), B(5;2) et 'ordonnée égale & 5 d’un point C.
Déterminer tous les points C du plan tels que le triangle de sommets A, B
et C soit un triangle rectangle. Parmi les triangles trouvés, en est-il qui sont
isocéles ?
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12.15

12.16

12.17

12.18

12.19

12.20

12.21

12.22

12.23

12.24

Soit @ = <31> un vecteur du plan. Démontrer que le vecteur b est perpendi-
2

culaire au vecteur a si et seulement s’il existe A € R tel que b=\ <—aa2) .
1

On donne les points A(2;1) et B(3;—5).
1) Déterminer les sommets C et D d'un carré ABCD dont AB est un coté.

2) Déterminer les sommets P et Q d’un carré APBQ dont AB est une dia-
gonale.

Soient A(1;4) et C(6;2). Calculer les coordonnées des points B et D tels que
le quadrilatéere ABCD soit un losange dont la diagonale BD ait une longueur
double de la diagonale AC. Déterminer également l'aire du losange et la lon-
gueur de ses cotés.

On donne les points B(4;8) et C(9; —4). Déterminer le point A pour lequel
ABC est un triangle isocéle en A d’aire égale a 169.

On donne deux sommets B(—3;8) et C(—6;2) d'un trapéze ABCD. Détermi-
ner les coordonnées des deux autres sommets de ce trapéze, sachant que :

— ce trapeze est rectangle en B et en C;

— le coté AB mesure 35 :

— le coté CD mesure le double du coté BC.

Déterminer l'orthocentre du triangle dont on connait les sommets A(6;0),
B(8;2) et C(0;2).

On donne les points A(1;2;3), B(4;8;—3) et C(6;3;2), et on considére le
triangle ABC.
1) Calculer la longueur de la hauteur issue de C.

2) Déterminer 'aire du triangle ABC.

Déterminer le centre et le rayon du cercle passant par les points A(2;3),
B(—3;2) et C(1;—2).

On considére les points A(4;4) et B(—2;3). Trouver le centre et le rayon du
cercle qui passe par A et qui est tangent & la droite OB en O.

Soit le cercle v de centre C(4; —2) et de rayon 5.
1) Dessiner les droites qui passent par le point A(—3;—1) et qui sont tan-
gentes au cercle 7.

2) Déterminer algébriquement le point de tangence de chacune de ces droites
avec le cercle 7.
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Réponses
123 1) d-= (““”) b= (1olheos(o) ) oy 5 = all 5] cos(e)
0 1] sin(¢)

12.4 o = 37,87 B = 109,65 v = 32,48

12.5 65,91° 65,91° 35,26°

12.6 Cl(O;O;\/%ﬁ) ou CQ(O;O;_ %ﬁ)

__ 4
12.10 k=1

12.11 w:<_26> k=

12.14  Cy(2;5) Co(2;5) C3(2;5) Cyu(4;5)  ABCy est isocele

12.16 1) Cy(9;-4)  Dy(8;2) 2) P(—1:-3) Q(&;-2)

12.17  B(2;-2) D(4;8)  aire:29  longueur des cotés : 28
12.18  A(%;12) Ay(—22;-8)

12.20 H(6;—4)

12.21 1) 3V2 7) 2142
12.22  centre : (—% : %) rayon 136x/§
12.23  centre: (2;8)  rayon: 283

12.24  Les points de tangence sont T;(1;2) et To(0; —5).
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12.25

12.26

12.27

12.28

Identité d’Apollonius

Démontrer que la somme des carrés des diagonales d'un parallélogramme est
égale a la somme des carrés de ses cotés.

Théoréme de la médiane
Soient A et B deux points du plan et I le milieu de A
et B. Montrer que pour tout point M du plan, on a :
MA? + MB? = 2MI? + %AB2
Indication : calculer de deux fagons I’expression
e T — = e T — =
(MI+1IA) - (MI+1IA) 4+ (MI+1IB) - (MI+IB). A i B

Relation d’Euler
Soit ABCD un quadrilatére quelconque.
1) Démontrer que]D_(]>-A_]3>—|—]D—A>-]3—C>+]T3>-C_A>:O.
_— _—  —
Indication : utiliser la relation de Chasles DC = DA + AC.

2) En déduire que les 3 hauteurs d’'un triangle ABC quelconque sont concou-
rantes.

On réalise a 'aide de trois masses et de
deux poulies le montage ci-contre.

Sachant que le systéme est en équilibre, on
souhaite déterminer les angles «, 3 et 7.

On admet que s’appliquent en O trois

— = —
forces Fq, Fy et F3 dont les normes sont
proportionnelles aux masses. On prendra :

e — —
IF1]l =10 N, ||[F2f| =8 N, ||F3]| = 12 N.

= = = =
On nomme R = F; + Fy + F3 la résultante
des trois forces.

1) Exprimer en fonction des angles «, 5 et 7y les produits scalaires F_‘{ . F_‘;,
— = —_ =
F2 : F3 et F3 : F1~

2) En déduire en fonction de «, 5 et 7 les produits scalaires R. ﬁ,
R - Fs.

3) Sachant qu’a ’équilibre R = 6, écrire un systéme de trois équations que
doivent vérifier cos(a), cos(3) et cos(7).

-

'FQ et

=s i

4) En déduire les valeurs des angles a, [ et 7.

Réponses

12.28

a=cos H(—3) R 97,18 [ =cos ! (—15) ~ 124,23° = cos '(—3) ~ 138,59°
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