
4 Graphes eulériens

Problème de l'explorateur

Un explorateur souhaite explorer toutes les routes entre un 
ertain nombre de

villes. Peut-on trouver un itinéraire qui passe par 
haque route une seule fois ?

Ce problème se traduit aisément dans le langage des graphes : peut-on trouver

un 
hemin passant une et une seule fois par 
haque arête d'un graphe ?

Étant donné que 
ette question est étroitement liée au problème des ponts de

Könisberg et que Euler y est historiquement asso
ié, on pose les dé�nitions

suivantes.

Un 
hemin d'un graphe G est appelé 
hemin eulérien s'il passe une et une

seule fois par 
haque arête du graphe.

Un graphe G est un graphe eulérien s'il admet un 
hemin eulérien fermé.

Un graphe G est semi-eulérien s'il n'est pas eulérien et s'il admet un 
hemin

eulérien ouvert.

Remarque Un graphe eulérien ou semi-eulérien est né
essairement 
onnexe.

Exemples Les trois graphes 
i-dessous sont respe
tivement eulérien, semi-

eulérien et non eulérien.

1) 2) 3)

Théorème Un graphe est eulérien si et seulement si il est 
onnexe et tous

ses sommets sont de degré pair.

Preuve Supposons qu'un graphe G soit eulérien. Il existe alors un 
hemin

fermé 
 par
ourant une et une seule fois 
haque arête.

Le graphe G est don
 
onnexe, puisque 
 relie tous les sommets entre eux.

Considérons un sommet x. Lors du par
ours du 
y
le, à 
haque fois que nous

passons par lui, nous y arrivons et nous en repartons par 2 arêtes non en
ore

par
ourues. Le sommet x est don
 de degré pair.

Ré
iproquement, 
onsidérons un graphe G 
onnexe dont tous les sommets sont

de degré pair. Nous allons montrer par ré
urren
e sur le nombre d'arêtes que

G est alors eulérien.

Si G se réduit à un unique sommet isolé, il est évidemment eulérien.
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Sinon tous les sommets de G sont de degré > 2. La proposition de la page 3.3

implique qu'il existe un 
y
le ' sur G.

Considérons le graphe partiel H 
onstitué des arêtes en dehors du 
y
le '. Les

sommets de H sont également de degré pair, le 
y
le 
ontenant un nombre pair

d'arêtes in
identes pour 
haque sommet. Par hypothèse de ré
urren
e, 
haque


omposante 
onnexe H

i

de H est un graphe eulérien et admet don
 un 
hemin

eulérien fermé '

i

.

'

'

1

'

2

'

3

'

4

Le 
y
le ', représenté en trait tillé, dé�nit

4 
omposantes 
onnexes pour le graphe H,

dont 2 sommets isolés pour lesquels leur 
y
le

eulérien est sans arête.

Les �è
hes symbolisent l'opération de fusion

des 2 
y
les non vides ave
 '.

Pour re
onstruire un 
hemin eulérien fermé sur G, il nous su�t de fusionner

le 
y
le ' ave
 les di�érents 
y
les '

i

. Pour 
ela, on par
ourt le 
y
le ' depuis

un sommet arbitraire ; lorsque l'on ren
ontre pour la première fois un sommet

appartenant à H

i

, on lui substitue le 
hemin eulérien fermé '

i

. Le 
hemin

obtenu est un 
hemin eulérien fermé pour G, le 
y
le ' et les 
hemins '

i

formant une partition des arêtes.

Corollaire Un graphe est semi-eulérien si et seulement si il est 
onnexe et

s'il a exa
tement deux sommets de degré impair.

Dans 
e 
as, le 
hemin eulérien ouvert joint 
es deux sommets.

4.1 Justi�er que les graphes des exemples de la page pré
édente sont respe
tive-

ment eulérien, semi-eulérien et non eulérien.

4.2 Parmi les graphes suivants, déterminer 
eux qui sont eulériens ou semi-eulériens

et pré
iser un 
hemin 
orrespondant.

1)
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4.3 Déterminer si les graphes suivants sont eulériens, semi-eulériens ou ni l'un ni

l'autre.

1) 2) 3)

4.4 Déterminer si les graphes suivants sont eulériens, semi-eulériens ou ni l'un ni

l'autre.

1) 2)

3) 4)

4.5 Déterminer si les graphes suivants sont eulériens, semi-eulériens ou ni l'un ni

l'autre.

1) 2) 3)

4) 5) 6)

7) 8) 9)
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4.6 On représente 
i-dessous la ville de Dreamtown ave
 sa rivière et ses trois îles.

Est-il possible de par
ourir 
haque pont une fois et une seule fois lors d'une

balade dans 
ette ville ?

Algorithme de Fleury

Il existe un algorithme pour déterminer les 
hemins eulériens dans un graphe

eulérien. L'idée est de par
ourir le graphe en supprimant toutes les arêtes

traversées, mais en évitant autant que possible de rendre le graphe non 
onnexe.

Une arête a b d'un graphe G est appelée un pont si a b est l'unique 
hemin

entre les sommets a et b.

Dans un graphe eulérien, l'algorithme de Fleury permet toujours d'obtenir

un 
hemin eulérien fermé :

� Commen
er à partir de n'importe quel sommet et par
ourir les arêtes arbi-

trairement en respe
tant les règles suivantes :

� Supprimer les arêtes par
ourues ; au 
as où apparaît un sommet isolé, sup-

primer 
e sommet.

� À 
haque étape, n'utiliser un pont que s'il n'y a pas d'autre alternative.

4.7 Utiliser l'algorithme de Fleury pour trouver un 
hemin eulérien ouvert dans le

graphe suivant :
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4.8 Utiliser l'algorithme de Fleury pour trouver au moins un 
hemin eulérien fermé

dans le graphe suivant :

départ

4.9 Utiliser l'algorithme de Fleury pour trouver au moins un 
hemin eulérien fermé

dans le graphe suivant :
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4.10 Vous êtes un agent de poli
e et la 
arte des routes de votre se
teur est repré-

sentée 
i-dessous.

Est-il possible de patrouiller sur 
ha
une de 
es routes sans par
ourir au
une

d'elles plus d'une fois ?
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Réponses

4.2 1) semi-eulérien a 
 b d a e b

2) ni eulérien, ni semi-eulérien

3) eulérien u v z u y z x y w x v w u

4.3 1) eulérien 2) semi-eulérien 3) ni eulérien, ni

semi-eulérien

4.4 1) eulérien 2) ni eulérien, ni semi-eulérien

3) eulérien 4) ni eulérien, ni semi-eulérien

4.5 1) semi-eulérien 2) semi-eulérien

3) ni eulérien, ni semi-eulérien 4) eulérien

5) semi-eulérien 6) ni eulérien, ni semi-eulérien

7) semi-eulérien 8) ni eulérien, ni semi-eulérien

9) semi-eulérien

4.6 oui

4.7
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4.8
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4.9
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4.10 Oui, mais sans revenir au point de départ : graphe semi-eulérien
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