V3

2
— 1 3v3i_ 9 | 3v3i® _ —14943V3i-3v3i _ 8 _
=5t 5 T T8 -

8 8 S
© 7= (4§ = (4 2 (D) (49 + (69 -
—i-iiP = - gis]
(@ 1+j+2=1+ (-3 +L)+(-4-Li)=1-1-1=0

2)(a) o1 +xg+a3=(a+b)+ (aj+bj?) + (aj’+bj) =

atajt+aj?+b+bj+bj>=a(l+j+52)+b(1+j+5*) =a-0+b-0=0

(b) x1 29 + 203+ 2371 =
(@a+0)(aj+b5%) +(aj+b5%)(aj?+0bj)+ (aj® +bj)(a+b) =
a’?j+abj?+abj+b?52+a®P+abji?+abit+0253+a? 2 +abj?+
abj+b%j =
a®(j+72+5%) +ab(G+ 7+ + 5+ 72+ ) 0+ 2+ %) =
A?(14+j+73)+abBj+372)+0*(1+j+ 5% =
a’>-0+3ab(j+53)+b*-0=3ab(j+j%) =-3ab
car l'identité 1+ 5+ 52 =0 implique j+ j2= —1.

(c) ziapwy = (a+b)(aj+bj%) (aj?+bj) =
(@®j+abj?+abj+b*5%) (aj?+bj) =
a*j® +a*bj? +a?bjt +ab® 57 +a?bj? +ab? j? +ab? jH 050 =
a®+a*b (5 + 72 + 54 +ab® (52 + 72+ 7)) + b =
a*+a*by® (1+j+ %) +ab® (145477 +0° =
a®*+a’bj®-0+ab®j* - 0+b° =a® + b

3) Par définition du polynéme P(z), on a :
P(r) = (r — 1) (¥ — 72) (v — 23) = (2 — 220 — 21 7+ 21 72) (T — 73) =

23— 25 0? — o+ T T3 — 2 TP X1 X3 T+ T X T — Ty o Ty =

23— 2% — 2o x? — s B XL X T XX T+ T X3 T — Ty o Ty =

23— (v1 + 29+ 23) 2% + (21 T2 + T3 + T371) T — (71 T9 T3)

4) Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(a) L’équation z® + pz + ¢ = 0 admet les solutions z;, x5 et 3.
(b) @ +pr+qg=(z—21)(z—22) (z — 73)

(¢) 2 +pr+q=2a®—(v1+22423) 2°+ (01 T2 + T2 T3+ T3 21) T — (21 T3 T3)

= (3 #3461 - (1) (519 + (4
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1=1
0= —(.T1—|—SL’2+373)
P=2T1%2+ ToZ3+ T321

(d)

q=—(z1v273) 5
p=—-3ab p? = =27a*b? asbsz%
(e) { — { =

q=—(a’+1°) —q=a+ b a’ + b = —q

3
5) (a) Supposons —]27—7 =a*bd et ¢q=—(a®>+0%). On a :
3
X2 gX -2 X2 (B )X+ PP = (X — ) (X — )

27

dont les zéros sont manifestement a® et b3.
3

(b) Supposons que a® et b sont les zéros du polynéme X2 + ¢ X — P Vu

27
es tormules de Viete, on a d'une part a° + 6° = —— = —q et d’autre
les formules de Vié d = d
3
part a®b® = 2T7 = 5
P
6) Résolvons directement I'équation X? + ¢ X — 97 = 0:
3 3 2 3
P 4p 27q*+4p
A=@F—4-1-|-=|=¢ =
I ( 27) T 27
(a) Si27¢*+4p® >0, alors A > 0 et les deux zéros (a® et b%) valent :
27¢* +4p°

s VT a1 2 4y
- 2.1 2 2 27
27¢* +4p?
—q T Y
b = 27 :_Q+1 M
2.1 2 2 27

(b) Si27¢*+4p® =0, alors A = 0 et il y a une solution double (a*® = b?)
. s 4 q
lea —4 -9
égale & o— 5

(c) Si 27¢®> +4p® < 0, alors A < 0. Il n’y a pas de solution réelle, mais

puisque Ai? = —A > 0, il y a deux solutions complexes :
27¢* +4p®
—q =\
o VT e L[ 7844y
2- 2 2 27

1
b = 27 :_Q+E1I_Mi
2-1 2 2 27

7) (a) Si 27¢*+ 4p® > 0, alors nous avons :
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1 [27¢*> +4p® 1 [27¢*> 4+ 4p?
B 4L 2T Ayt g 1 2T dpt
2 2 27 2 2 27

On en déduit les valeurs de a et de b :

g q 1 [27¢*+4p? s q 1 [27¢*+4p®
=\—5 -5\ as——ctb=\|—5gt o\ —
2 2 27 2 2 27

A partir de ces valeurs de a et de b, on peut établir les solutions de

'équation 2® + px +q=0:
ry=a+b xa=aj+bj* z3=aj>+0bj.
Comme a € R et b € R, seul x; est une solution réelle, tandis que x5 et

x3 sont des solutions complexes.

On abien z; = a+b = il_g _

! +
2 2 27

27q2—|—4p3+3_g 1 [27T¢*+4p°
2 2 27

Enfin, 75 = a2 +bj =a;2+bj=aj+bj’ =aj+bj’ =
(b) Si27¢*+4p® =0, alors a® = b* = —g, si bien que a = b = \1’/—7%

ryr=a+b=a+a=2a

r=ajtbji®=aj+taj’=a(j+j’)=a(-1)=-a

r3=aj+bj=aj?+aj=a(j+5°) =a(-1)=—a

(On rappelle que I'identité 1 + j + 52 = 0 implique j + 5% = —1.)
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