5.1

5.2

5.3

Coniques

On donne une droite d, un point F (F ¢ d) et un nombre réel e > 0.

La conique de foyer F, de directrice d et d’excentricité e est le lieu géo-
métrique des points P du plan dont le rapport des distances au point F et a la
droite d est constant et égal a e.

La perpendiculaire a la directrice d passant par le foyer F est appelée axe
focal; elle constitue un axe de symétrie orthogonale de la conique.

On pose r = §(F ; d).

On appelle demi-paramétre de la conique le nombre p = er.

Choisissons un repére orthonormé R ou le foyer F est pris pour origine et ot
I’axe des abscisses est ’axe focal.

1) Avec ce choix de repére, quelles sont les coordonnées du foyer F et quelle
est I'équation de la directrice d?

2) Soit P(x;y) un point du plan. Calculer les distances PF et §(P ;d).

3) Déduire de la formule % = e I’équation de la conique :

1—et)a?+y*—2e*rz—e*r*=0

On appelle sommet d’une conique I' tout point d’intersection de I' avec un
axe de symétrie orthogonale de I'.

1) Avec le méme choix de repére qu’a lexercice 5.1, quelle est I’équation de
I’axe focal 7

2) Déterminer les sommets situés sur I’axe focal de la conique d’équation
(1—e?)a?+y?—2e?rz—e?r? =0, en prenant soin de distinguer les cas
oue=1ete#l.

Parabole (e = 1)

On suppose e = 1.

2

1) Vérifier que I'équation (1 —e?)2? + 4% —2e?rx —e*r? = 0 de la conique

devient 3% = 2px + p?.
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5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

v =x+5
. .

2) On définit un nouveau repére R* par les relations { _y

Vérifier que, dans le repére R*, I'équation de la conique s’écrit | y** = 2px

Ainsi, lorsque e = 1, la conique est une parabole. d
3) Déterminer dans le repére R* :

(a) les coordonnées du sommet A ;

(b) les coordonnées du foyer F';

(c) T'équation de la directrice d;

(d) les coordonnées des points P et P’.

Remarque : la parabole se situe tout entiére dans le
demi-plan 2* > 0; on dit qu’elle est « ouverte a droite ».

Déterminer le demi-paramétre, le foyer, la directrice et le sommet des paraboles
suivantes, avant de les représenter graphiquement.

1) y* =8z 2) (y—2)*=8(x—3) 3) (y—2)*=-8(x—3)
4) 2* =8y 5) (x—3)*=8(y—2) 6) (x—3)*=-8(y—2)

Déterminer ’équation d’une parabole de sommet A, dont la directrice est pa-
ralléle a 'axe Oy, sachant que :

1) p=6 A(3;4) le foyer est a droite de A
2) p=4 A(2;-3)  le foyer est a gauche de A

Déterminer ’équation d’une parabole de sommet A, dont la directrice est pa-
ralléle a 'axe Oz, sachant que :

1) p=3 A(3;-2) le foyer est au-dessus de A
2) p=6 A(=%:3)  le foyer est au-dessous de A

On donne une parabole par son équation. Ecrire son équation canonique ; dé-
terminer son paramétre, son sommet, son foyer et sa directrice.

1) y*+2x=0 2) >’ —6x+9=0
3) Y2 —8x+6y+17=0 4) 2*=T7+8y—62
5) v  —4(z—y)+8=0 6) y=322+4z+5

Déterminer 1’équation d’une parabole dont on donne :
1) la directrice d’équation x 4+ 1 = 0 et le foyer (1;0);
2) la directrice d’équation z — 2 = 0 et le foyer (5;3);
3) la directrice d’équation y + 4 = 0 et le sommet (0;0);
4) la directrice d’équation x — 8 = 0 et le sommet (2;—1).

Trouver ’équation de la parabole dont I'axe est paralléle a I’axe des ordonnées
et qui passe par les points A(6;2), B(—6;—2) et C(—2;0).
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Coniques a centre (e # 1)

On suppose e # 1.

5.10 1) Montrer que I'équation (1 —e?) 2% +y? —2e*rz —e? r? = 0 de la conique
: )2 : 62 T 2 y2 62 7"2 _
peut aussi s’écrire (x — 1762> i~ aee = 0.
Tt = 1 — e2r
2) On définit un nouveau repére R* par les relations . 1—e?
=Y
Vérifier que dans le repére R*, I’équation de la conique devient :

*2 y*? ey
T+ 1—e2 (1—e2)2 0.

L’équation z*2+ ly:; — % = 0 montre que si le point P(z*; y*) appartient &

la conique, alors les points de coordonnées (—x*; —y*), (—x*; y*) et (z*; —y*)
appartiennent aussi a la conique.

On a ainsi démontré que, si e # 1, la conique admet

— un centre de symétrie : il s’agit du milieu des sommets A et A’ situés sur
I’axe focal ;

— deux axes de symétrie orthogonale : I’axe focal et la perpendiculaire a I'axe
focal passant par le centre.

On déduit de ce qui précede que les coniques a centre admettent un second
foyer F’ et une seconde directrice d’, symétriques, par rapport au centre, du
foyer F et de la directrice d.

5.11 Equation réduite d’une conique a centre
, . *2 2 92 . .
1) Montrer que 1’équation z*? + £ - ﬁ = 0 d’une conique a centre
*2 y*2
peut aussi s’écrire sous la forme s>—+—F5——1=0.
e r e r
(1—e2)? 1—e2

2) Déterminer, dans le repére R* défini a l'exercice 5.10, les coordonnées du
centre O de la conique, de son foyer F et de son sommet A situé sur 'axe

focal.
3) On appelle a = §(0;A) = |15 | le demi-axe focal et ¢ = §(O;F) =
627'

| la demi-distance focale.

Vérifier les égalités suivantes :

&
(a) |e = E
627'2
(b) aZay =a’

(c) fi’; =a®—¢?

de sorte que l'on obtient I’équation réduite d’'une conique a centre rap-

portée a ses axes de symétrie : | — +
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5.12

5.13

5.14

Montrer que, dans le repére R* défini a l'exercice 5.10, les directrices d’une

2

) R ) ) a a
conique a centre admettent pour équation | 2* = +— = +—
c e

Ellipse (e < 1)

On suppose e < 1.

2

(& C
La formule e = — entraine ¢ < a, si bien que a? — ¢ > 0.

a
On peut donc poser b* = a? — 2, en choisissant b > 0.

Lorsque e < 1, I’équation réduite de la conique devient

Montrer qu'un point (x;y) appartient au cercle d’équation x? + y? = a? si et
2 2
seulement si le point (z; %y) appartient a l'ellipse d’équation — + 32—2 =1.
a

2 b

L’égalité v = a? — ¢ implique b < a, si bien que o < 1. L'exercice 5.13
montre que l'ellipse est 'image du cercle centré a l'origine et de rayon a par
une contraction de rapport g des ordonnées relatives a I'axe des abscisses.

d/

L’ellipse coupe 'axe Oy aux sommets B(0;b) et B'(0; —b). On appelle BB’ le
petit axe de ellipse, alors que AA’ est son grand axe. Par abus de langage,
on appelle b le demi-petit axe, alors que a est le demi-grand axe.

2
Montrer que le demi-paramétre vérifie la formule p = — .
a

Calculer les coordonnées des points P et P’.
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5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

Déterminer le demi-grand axe, le demi-petit axe, la demi-distance focale, les
sommets, les foyers, le paramétre, 1'excentricité et les directrices des ellipses
suivantes, avant de les représenter graphiquement.

2y (=2 (=17

1) — 4= =1 2
TR ) 35 9

? Y (z—-2? (y—1)7?
3 =1 4
) 5% ) 5t

=1

=1

On donne une ellipse par son équation. Ecrire son équation canonique ; déter-
miner ses sommets, ses foyers, son parameétre et son excentricité.

1) 922 +25y%> —225=0

2) 42% +3y* =36
9 x? 3 y

)

) o1 16

4) x? +4y —2x—16y+1=0
)
)

w

=1

5) 25224+ 992 +50x — 18y — 191 =0
6) 1622 +99y>—322+36y —92=10

Trouver 1’équation d’une ellipse centrée a l'origine et d’axe focal Ox, sachant
que :

Déterminer ’équation de 1'ellipse satisfaisant aux conditions suivantes :

1) Le centre est a lorigine, un foyer est F(0;6) et e = 1.

2) Les foyers sont F(0;3) et F/(0; —3) et le paramétre 2p = 22,

Déterminer 1’équation d’une ellipse dont on donne :

1) le centre (6;—4), un sommet (10;—4), I'excentricité e = 1, et sachant
que son grand axe est parallele a 1’axe des abscisses ;

2) le centre (1;2), un foyer (6;2), et sachant qu’elle passe par le point (4;6).

Déterminer ’équation de 'ellipse de centre C(0;2), connaissant son excentri-
cité e = % et sachant que I'une des directrices a pour équation y + 6 = 0.

Une ellipse rapportée a ses axes passe par les points M(—4;3) et N(21/6;/6).
1) Trouver son équation, ses sommets, ses foyers.

2) Déterminer les points P de Uellipse tels que PF est perpendiculaire a PF’,
F et F' désignant les foyers.

Géomeétrie :

coniques 5.5



Hyperbole (e > 1)

On suppose e > 1.

(& N . A Cq

La formule e = — établie & I’exercice 5.11 entraine ¢ > a, si bien que ¢2—a? > 0.
a

On peut donc poser b* = ¢ — a?, en choisissant b > 0.

Lorsque e > 1, I’équation réduite de la conique obtenue a I’exercice 5.11 devient

*2 *2
AR AR
a? b2
22 g
5.22 1) Vérifier que I'équation — — e 1 implique y = j:g Va2 —a?.
a

2) Etudier la fonction f(z) = 2 v/22 — a2.

a

(domaine de définition, parité, signe, asymptotes)

Cette étude de fonction permet de représenter I’hyperbole.

Remarque : lorsque a = b, I'hyperbole est dite équilatére; les asymptotes
sont alors perpendiculaires.

2
5.23 Montrer que le demi-parameétre vérifie la formule p = — .
a

Calculer les coordonnées des points P et P’.

5.24 Déterminer les sommets, les foyers, les asymptotes, le paramétre, I’excentricité
et les directrices des hyperboles suivantes, avant de les représenter graphique-
ment.

2 2 -9 2 -1 2
16 9 16 9

2 2 -1 2 -9 2
9 16 9 16

Géométrie : coniques 5.6



5.25

5.26

5.27

5.28

5.29

5.30

5.31

5.32

On donne une hyperbole par son équation. Ecrire son équation canonique;
déterminer ses sommets, ses foyers, ses asymptotes, son paramétre et son ex-
centricité.

1) 922 — 16y% = 144 2) 422 — 9y — 36 =0
3) ha? —4y? =200 —24y+4=0 4) 4y*=2*+22+8y
5) 2522 —9y*+50x+54y+169=0 6) 82> —6y*+16x—32=0

Trouver I’équation de 'hyperbole qui a son centre a l'origine et dont les foyers
sont sur I’axe des abscisses, sachant que :

l)a=3 p=5 2) c=8 e=4

Etablir 'équation de I’hyperbole centrée a l'origine dont les foyers sont sur
I’axe des ordonnées, connaissant le paramétre 2 p = 16 et I'excentricité e = 5.

Trouver I'équation de 'hyperbole de foyers F(3;0) et F'(—3;0), si :
1) les asymptotes ont pour équations y = £2x;

2) la courbe passe par le point (4;1).

Trouver I'équation de I’hyperbole centrée & I’origine, de demi-axe a = 4 et dont

une directrice a pour équation y = 1—5? .

Tangentes

1) En considérant y comme une fonction implicite de x et en dérivant 1'équa-

tion y? = 2pz, montrer que y’ = L.

2) En déduire que la tangente a la parabole I': 4> = 2px en Py(xy;9,) €T

admet I'équation y = ﬁ (r —x1) +y1 ou encore | y1y =px + pry

1) En considérant y comme une fonction implicite de x et en dérivant 1'équa-

: z2 y2 _ ! b2 x
tion 5 + 47 = 1, montrer que y' = — 2y

2) En déduire que la tangente a lellipse I : 2—; + ‘Z—; =1len Py(zy;y1) €T

T Ny
a2

_ b2z
aZy

1

admet I'équation y = (x — x1) 4+ y1 ou encore

1) En considérant y comme une fonction implicite de x et en dérivant I’équa-

: z2 y: r_ bz
tion 22 bz = 1, montrer que y' = oy
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5.33

5.34

5.35

5.36

2

2) En déduire que la tangente a I’hyperbole I' : %5 — Z—j =lenPi(zy;y1) €T

b2 21
a? y1

admet 1’équation y =

(x — 1) 4+ y1 ou encore

1 X yly_l
@

Soit T un point d’une conique I'; la perpendiculaire menée par T a la tangente

a ' en T est appelée normale a I’

en T.

Vérifier que le point P appartient a la conique I', puis trouver ’équation de la
tangente t et de la normale n a I" en P.

1) T:32%2—-10y* =17

2) T:y?>=4x

3) T:a?+5y*—14=0

4) T:252% +4y*—100=0

5) T:a?—8x+5y+2=0

6) T:a?+412— 62— 16y + 20

=0 P

1) Montrer que le calcul de l'intersection de la droite y = mx + h avec la
parabole y? = 2 px revient & résoudre I’équation

m?z?+2(hm—p)x+h*=0

2) Pour quelle valeur de h cette équation admet-elle une unique solution ?

3) En déduire que la tangente de pente m a la parabole d’équation 4% = 2 px

est donnée par la formule

p

y:mx—l—%

1) Montrer que le calcul de l'intersection de la droite y = mx + h avec

. 2 2 . R
Lellipse 7 + %z = 1 revient &

résoudre ’équation

(@®m?*+0*) 2 +2a* hmax+a* (h* —b*) =0

2) Pour quelle valeur de h cette équation admet-elle une unique solution ?

3) En déduire que les tangentes de pente m a lellipse d’équation 2—; + z—j =

sont données par la formule

y=mx=x

a?m? + b2

1) Montrer que le calcul de lintersection de la droite y = mx + h avec
I’hyperbole 2_3 — Z—j = 1 revient a résoudre 1’équation
(@®>m? =) 2> +2a>hmz+a®> (2 + %) =0

2) Pour quelle valeur de h cette équation admet-elle une unique solution ?

3) En déduire que les tangentes de pente m a ’hyperbole d’équation 2—; —z—j =

1 sont données par la formule

y=mx=x

a2m?2 — b2

Géométrie : coniques
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5.37 Trouver les équations des tangentes de pente m a la conique I'.

_ 15 ) _
1) m=g [:92%2—4y*+144=0
2) m =% [:922+48y% — 432 =0
3)m:§ F:224+9y>—42+9y=0
4) m=1 F:a?—6y*+12y—18=0
5.38 Trouver les équations des tangentes & une conique I'; issues d’un point P.
) T:a?2+2y2-17=0 P(—1;5)
2) T:y*+42—6y=0 P(-3;-1)

3) M:a?=3¢y*+22x+19=0  P(-1;2)

Réponses
5.1 1) F(0;0) d:x=—-r 2)PF=/22+y? (P;d)=|z+r|
5.2 1) y=0
2) (a) e=1:un sommet A(—%;0)
(b) e # 1: deux sommets A(—5;0) et A'(=5;0)
5.3 3) (a) A(0;0)  (b) F(3:0) () drar=—-5  (d) P(§;p) P(5;-p)
5.4 1) p=4 q A e 2)p=4 A ld e
F(2;0) 7 F(5;2) 7
xr = —2 €r =
A(0;0) / A(3;2) /
/ /
| F F
Al A
\ \
\ \
\\ \\
NG N
3) p= A d 4) p= F(0;2)
F(1;2) ™N y=—-2 A(0;0)
xr =
A(3:2) \ \ I /
\ N\ /
F F
A N\
/ ~1 ~ .
/ A
d
4///
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2) (y+3)?=-8(xr—2)
2) (z+5)?=-12(y - 3)

1) (z—=3)2=6(y+2)

1) (y—4)*=12(z - 3)
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F(2;-2)

A(1;-2)

1—e?

2) (y—3)*=6(x—3)
4) (y+1)2=—24(z —2)

er

A(—

2p=4

;0)

)
F(_ 1@_2;"2
P'(c;—p)

5) (y—|—2)2:4(1’—1)
3) 22 =16y
2) 0(0;0)

P(c;p)

1) y*=4x
(v —8)*=—48(y -

5.8
5.9
5.11
5.14

5.10

Fl

A/

/.

j/

5.15

coniques
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5.16

5.17

5.18

3) a=5 b=3 c=4 A
A(0;5) A’(0; =5) A
B(3;0) B'(-3;0) TN
F(0:4)  F/(0;—4) SR
toms e :J N
\ /
\__/
A
4) a=5 b=3 c=4 A
A(2;6) A'(2;—4) A
B(5;1)  B(-1;1) N
F(2:5) F/(2;-3) CE
2p:% ez% / \
d:y:% d’:y:—% B/ B
\ /
\__/
A
1) Z 42 =1  A(G;0)  A(=5;0)  B(0;3)  B(0;-3)
F(4;0) F'(—4;0) 2p=2 e=3
2) 4 —1  A(0;2v3)  A(0;-2v3)  B(3;0) B(-3;0)
F(0;v3)  F(0;-v3) 2p=3v3 e=3;
{L'2 y2
3w+t =1  AG:0)  A(=5:00  B0:;%%)  B(0;-%)
9 3
F(3:0)  F(-5:0) 2p=4 e=3
4) @f L oD A(5;2)  A(=3;2)  B(1;4)  B/(1;0)
F(1+2v3;2)  F(1-2v3;2) 2p=2 e=¥%
p) GHE L DR A(—1;6) A/(=1:-4)  B(2;1)  B/(—4;1)
. . _ 1 _ 4
F(-1;5)  F(-1;-3) 2p=% e=3
6) Ly W2y A(1;2)  A(1;-6)  B(4;-2)  B/(-2;-2)
F(1;-2+7) F/(1;-2—7) 2p=1% =Y
22 | y? z? y? _
D) 16 +im =1 2) & 41—
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5.19 1) @O 4 Wy 9) Gl | w2 _y

520 oy Wy

5.21 1) 242 -1 A(2V10;0)  A(=2V10;0)  B(0;V15)  B(0;—V15)
F(5;0) F'(=5;0)
2) P1(4;3)  Pa(4;-3)  Ps(—4;3)  Pu(—4;-3)

5.22 2) Dy =] —00;—a] U [a;-+oo]
f est paire
y = —3 x asymptote oblique & gauche

y = Sx asymptote oblique a droite

523  P(ec;p)  Ple;—p)

5.24 1)a=4 b=3 c¢=5 N g
A(4;0) A'(—4;0) \\ d d g d
F(5;0) F'(-=5;0) N\ /
y=3z y=-3z \ /i
2p =12 e=2 >j/.\ A&‘
d:iz=3g d:iz=-3% / \

f/ \\
/ N\
/ N
2) a=4 b= c=5 N g
F(7;1)  F'(=3;1) N /
y:%x—% y:—%x+% b\A IAf T
> 2% * 6 / \
d:r==2 d:x=—¢ / \\
'/ \\
/ N
/ N
3) a=3 b=4 c= A
A(0:3)  A(0;-3) . |
F(0;5)  F'(0;-5) =
=i v :
2p = ?9 e /: 3 . i
d:y=z d:y=—z
Pre ~
~ ! N
7 IF .
|
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4) a=3 b=4 c¢=5

A2:4)  A(2;-2) ~_| F ~
F(2:6)  F/(2;—4) N ~ 4
yZ%g—% y5:_§x+g
2= B ‘ :/ 3 4
d: Yy = 5 d : Yy = -3 ’ d
] S
4/, ) \\\
- F N\

5.25 1) 2 -2 =1  A@4;0) A(-4;0) F(5;0) F(=5;0)
y:%x y——%x 2p:g ez%
$2 2
2) & —L =1 A(3;0) A/ ) F(V13;0) (—V13;0)
_ 2 _ 2 8 _ /13
y=357 y=-3 2p=3 e=7%"
3) Wil _@=2® _ 4 A(2;-3++5) A(2;-3—-V5) F(2;0) F(2;-6)
y+3:§(a:—2) y—|—3:—§(aj—2) 2p =35 e=3Y2
1) —<y;1>2_—<$+;>2:1 A(=1;14+¥3) A(=1;1-%) F(-1;1+ ¥B)
F(=1;1-%2) y—1=131(@+1) y—1=—f(@+1) 2p=143
e=+5
5) WS @ g A(—1;8) A/(—1;-2) F(-1;3+/34)
F'(—1:3— \/ 34) y—3=2(z+1) y—3=-2(z+1) 2p=18 ec=vH
6) W o — 1 A(-1+5;0) A(=1-+5;0) F(=1+¥1%.0)
F'(~ mm y=3 ) y= 2@ 2p=p o=
332
5.26 1) 522 =3y*—45=0 ou 3—31’—5 1
2) 1522 — 4> —60=0 ou %2—9—2 1
527 72y?—322-8=0 ou 4 — = —1
9 3
5.28 1) 2022 —5y2—36=0 ou % — 4 =1
5 5
2) 12 —=8y*—8=0 ou x—;—y2:1
529 9y’ 1622 —144=0 ou L -2 =1
5.33 1) t:92—-10y—17=0 n:10x+9y—39=0
2)t:x+3y+9=0 n:3rx—y—33=0
3) t:3x—5y+14=0 n:br+3y+12=0
4) t: 152 -8y —50=0 n:40x + 75y +252=0
5) t:dx+5y—34=0 n:5xr—4y—22=0
Géométrie : coniques 5.13



5.34

5.35

5.36

5.37

5.38

6) t:x+4y—6=0

152 — 26y + 144 = 0

)

)

2) z—V3y+5v3=0
3) 4z — 9y —25=0
4) -2y =

1) 3z+4y—17=0
2) 22 —-3y=0

3) —3y+7=

n:dr—y—7=0

152 — 26y — 144 =0

r—V3y—5V3
4 -9y =0
r—2y+4=0

11z -8y +51=0
20 —-5y—2=0
r+3y—5=0

Géométrie : coniques
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