3 Division polynomiale

En arithmétique, on étudie la division des nombres entiers avec reste.

Etant donné deux nombres D (dividende) et d # 0 (diviseur), il existe
exactement deux nombres entiers ¢ (quotient) et r (reste) tels que

D=dqg+r avecO<r<d.

Par exemple, 80 : 11 = 7 reste 3, car 80 = 11-7+4 3 avec 0 < 3 < 11.

On définit de méme la division euclidienne des polyndmes.
Etant donné deux polynémes D(z) (dividende) et d(x) # 0 (diviseur), il
existe exactement deux polynémes ¢(z) (quotient) et r(z) (reste) tels que

D(z) =d(z)q(x) +r(z) avec deg(r(w)) < deg(d(m)) .
L’égalité D = d g + r s’appelle ’égalité fondamentale de la division.

Pour effectuer une division de deux polynémes, c¢’est-a-dire déterminer le quo-
tient et le reste, on utilise un algorithme analogue a celui de la division numé-
rique.
1) Ordonner le dividende et le diviseur selon les puissances décroissantes
de la variable.

2) Diviser le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur ;
on obtient ainsi le premier terme du quotient.

3) Multiplier le diviseur par le terme trouvé et retrancher ce produit du di-
vidende (en fait, il est plus simple d’additionner 'opposé de ce produit).
On obtient le premier reste partiel de la division.

4) Recommencer le procédé en prenant le premier reste partiel pour nou-
veau dividende. Les degrés des restes partiels successifs diminuent. Le
processus s’arréte si le reste est nul ou le degré du reste est strictement
inférieur au degré du diviseur.

Exemple Divisons D(z) =42* — 522 + 72+ 8 par d(z) =2? +2x — 3 :

424 — 522+ Tax+ 8| 22 +2x—3
— 4zt — 8% + 1222 422 —8x+ 23
— 8234+ Ta*+ Tx+ 8
+ 823 + 1622 — 24z
2322 — 172 + 8
— 2322 — 462 + 69
—63x + 77

On a ainsi obtenu 1’égalité fondamentale de la division :
4t =52+ 70+ 8= (22 +2x—3)(42* —8x +23) + (=63 + 77)
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3.1 Effectuer la division euclidienne de D(x) par d(z), puis écrire ’égalité fonda-
mentale de la division.

1) D(z)=2*—32%+2—5 d(:c)::c

2) D(z) =352%+472° + 3z + 1 d(z) =5z

3) D) =a2" —425+ 225+ 2* — 322 +22 -6 d(z)=2°

4) D(z) =2+ a2t +1 diz)=2> -z +1

5) D(z) =2° =323+ 222 + 5 dlx) =242

6) D(z) =2%+3 dz)=52* -3z +2x—1
7) D(z) =62 +423 - Tx d(z)=2x*—-3

8) D(z) =72 —a*+62°—Tx dz) =723 —x

9) D(z) =22%—1 diz) =32 —2*+x+1
10) D(z) =32 — 2> +z +1 dz)=22*—-1

Schéma de Horner

Il existe une disposition pratique des calculs dans le cas de la division par x —a,
c’est-a-dire un bindme unitaire du premier degré : le schéma de Horner .

Pour comprendre le procédé, il suffit d’observer attentivement la division dans
sa disposition classique :

3zt — 823 + 10z +5 | x—2
—32* + 623 32 —222 —4x+2
— Dgi®
+ 223 = 4g?
—4z% + 10z
+ 422 — 8z
24 5
— 2z + 4
9

La disposition du schéma de Horner est la suivante :

3 -8 0 10 5
@ @ @ @

(2\/6 —4 (2\/—8 /.2\/4
:v))/kj_ Y _4/\/ ) Y

Les nombres de la premieére ligne sont les coefficients du dividende.
Le facteur de multiplication, ici 2, correspond au zéro du diviseur z — 2.

La derniére ligne fournit les coefficients du quotient 323 — 22?2 — 42 + 2 et le
reste 9.

1. William George Horner, mathématicien anglais (1786-1837).
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3.2 Effectuer la division euclidienne de D(x) par d(x) en utilisant le schéma de
Horner, puis écrire 1’égalité fondamentale de la division :
1) Dz)=a*+23+22+x+1 diz)=2z—-1
2) D(z) =2 —423— 1222 + 22 +4 d(z) =z +2
3) D(z) =3a2° —8a* +7Ta* + 2 —5x+6 d(r) =x+2
4) D(x) =32t =52+ 32>+ 3z —4 dlz)=x—1
5) D(z) =22° —112* +162° — 222 —4x+3 d(z)=2—3
6) D(z) = 2%+ 92”4+ 262 + 25 dz)=x+3

3.3 Déterminer, par utilisation successive du schéma de Horner, le résultat des
divisions suivantes :
1) (2* =322 +4): (x—2) (z+1))
2) (42° +42% —52-3): ((z — 1) (z +1))
3) (a' =522 +4): ((z—1)(z +2))

3.4 Ecrire les polynémes suivants comme produit de polynomes de degré 1, sachant
qu’ils sont tous divisibles par (z — 1) et (x — 2).

1) 23+ 22 =10z + 8 2) 2t =323 —T72? + 272 — 18
Théoréme Le reste de la division d’un polynéme P(x) par le binéme x — a
vaut P(a).
Preuve Soient ¢(x) le quotient et r le reste de la division de P(x) par x — a.
Puisque deg(r) < deg(z — a) = 1, on en déduit que deg(r) = 0, c’est-a-dire
que 7 est un nombre.
L’égalité fondamentale de la division donne P(x) = (z — a) ¢(x) + r. En rem-
placant = par a dans cette égalité, on obtient P(a) = ( —a)q(a) +r=r.
e

Corollaire Le nombre a est un zéro du polynéme P(x) si et seulement si
P(z) est divisible par z — a.

3.5 Calculer le reste de la division de D(z) par d(z), sans effectuer la division
polynomiale -
1) D(z) =23 —42°>+4 diz)=2-5
2) D(z) =2° -1 dlz)=z—1
3) D(w) =62 +T2>—6x+5 dlz)=z+1
4) D(z) =2 +32>+22—6 dlz) =xz+3
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3.6 Déterminer les valeurs du parametre a pour lesquelles les divisions qui suivent
sont exactes, sans effectuer la division.

1) (2> +ax+15): (v +3)
2) (=522 +Tx+a): (x—1)
3) (¥ +ax?*—9z—5): (z+1)

3.7 Sans effectuer la division, déterminer le nombre k£ pour que
1) 23 + kx? — 52 + 6 soit divisible par z — 1;
2) 223 — 2? — Tx + k soit divisible par x + 2;
3) 223 —92% — 192 + k soit divisible par 2z + 1.

3.8 Soit P(z) = 22° 4+ 32% — 112 — 6. Ecrire P(z) comme produit d'un nombre
réel et de polynomes unitaires du premier degré sachant qu'un nombre entier
compris entre —4 et 0 est solution de 'équation P(z) = 0.

Théoréme Soit P(x) = c, 2" +c, 1 2" 1 +.. . +cy 2+ ¢y x4y un polynéme
a coefficients entiers.
1) Si a est un zéro entier de P(x), alors a est un diviseur de cy.

2) Sia =% est un zéro rationnel de P(x), avec u et v premiers entre eux,
alors u est un diviseur de ¢y et v est un diviseur de c,.

Exemple Factorisons le polynome P(x) = 32° —42% — 5z + 2.
Les zéros entiers possibles sont +1 et +2, car les diviseurs de 2 sont +1 et +2.

Les zéros rationnels possibles sont +1, +2, j:% et j:%, car les diviseurs de 2 sont
+1 et £2 et les diviseurs de 3 sont +1 et £3.

Testons successivement ces candidats jusqu’a trouver un zéro :
P1)=3-13—4-12-5.142=—-4#0
P(-1)=3-(-1)"—4-(-1)>=5-(-1)+2=0

On sait désormais que le polynome P est divisible par x + 1.

Poursuivons la factorisation & 'aide du schéma de Horner :

3 —4 -5 2
@ @ @
™S /V7 T

On en tire que P(z) = (z + 1) (32% — Tz + 2).

11 reste encore a factoriser le trindéme 322 — 7Tx + 2 :
A=(-T-4-32=25>0 ay="C0VB _ 9 o gy = DB _ 1
322 —Tx+2=3(@-2)(z—3)=(-2)3@x—3)=(x-2)Bz—-1)

On obtient finalement P(x) =323 — 42> —5x+2=(z+1)(z —2)(3z —1).
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3.9

Factoriser les polynomes.
) 22 +922 + 112 —21
3
5

) 2t +22% —162% — 22 + 15
) ° + 32 — 162 — 48

7) 2t =323 +32% — 3 +2
9) 62* — 523

—23224+20x —4

2
4

B +222—-51x—6
=T+ 1722 =172+ 6

8
10

1228 — 722 -8z +3

2622 — 162 + 8

)

)

6) 62+ 132° — 132 —6
)

) 62t + 423 —

3.10 Résoudre les équations suivantes.
1) 625 +192* +2° —622=0
2) 6zt +2*+522+2—-1=0
3) 3zt + 1123+ 922 +22=0
Algebre : division polynomiale 3.5



Réponses

3.1 1) 2* =323 +2—-5=(22-3)(2* =32 +3)+ (—8x +4)
2) 3522 +4722 +32+1=0Bz+1)(Tz>+8x—1)+2
3) " =425+ 225+ 2 - 322 +20—6=(2°-3) (2 — 4z +2)+ (' — 102)
) B+t +l=@-z+1) @5+ -3+ +1)
5) x° — 313+ 22? +5:E—(:E+2)(:E4—2:E3+x2+5)—10
6) 2 +3=1(5a*—32>+22—1)+ + (32 — 22+ 16)
7) 62t + 423 —T2? = (227 - 3) (322 +2x+1)+(6x+3)
8) Ta’ —at+6a® —Tao= (T2 —a)(a® —Tx+1)+ (—%x2—6x)
9)2x—1—§(3x —2? 4o+ 1)+ (222 - 22-3)
10) 323 —x +:c+1—(2x2—1)(%x—%)+(§x+%)
3.2 1)x+:p +x +z+1l=(x—1)(2*+22°+3x+4)+5
2) zt — — 1222 +2x+4=(x+2) (23— 62°+ 2)
3) 347 8:c YT a? 5046 = (2+2) (324 — 1425 +35 22— 69 2+ 133) — 260
4) 32 =523 +32°+30x—4=(r—1)(32® —22°+x +4)
5) 22° — 112t +162% — 22 — 4o +3=(z—3) 22t =52 + 22 + v — 1)
6) 3 +922+26x+25=(z+3) (2> +6x+8)+1
3.3 1) z—2 2) 4z +6 3) 22 —x—2
3.4 ) (z+4)(z—1)(x—2) 2) (z—=3)(x+3)(z—1)(z—2)
3.5 1) 29 2) 0 3) 24 4) —12
3.6 1) a=38 2) a=-3 3) a=-3
3.7 1) k=2 2) k=6 3) k=—7
3.8 Plz)=(z+3)(x —2)(2z+1)
3.9 1) (z=1)(x+3)(z+7) 2) (z+1)(x+3)(x—2)
) (x—1)(z+1)(z+5)(r—3) 4) (z—1)2(x—3)(z—2)
5) (x —2) (z +2) (z+3) (22 + 4) 6) (z—1)(x+1)Bx+2)(2x+3)
) (x—1)(z—2) (22 +1) 8) (z—1)(4x+3)(3z—1)
9) Bz—1)(z—2)(x+2)2x—1) 10) 2(z—2)(x+1)(x+2)Bx—1)
3.10 1) S={-3;-2;0;4} 2) 8={-1;1}
3) S = {22553 =205 0)
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