GYMNASE DE BURIER MATHEMATIQUES

Probabilités 3C

Les probabilités sont des grandeurs servant a évaluer les chances qu'un phénomeéne se produise.

1 Calculs de probabilités par dénombrement
Exemple d’introduction

On lance un dé équilibré.

Quelle est la probabilité d’obtenir 6 ?

~

A chance sur 6 =0p = O,IE = IG,G’I%

ol

Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair ?

3 _ Y I o
z: -0'5-50/0

1
24006 =v 3chances sur € =» 3

On observe que spontanément, on a utilisé la formule suivante :

nombre de cas favorables

Probabilil-el =

nombre de cas Possibles

On remarque aussi qu’une probabilité peut se donner de trois maniéres différentes :

— ‘Cracl-ion (qu' on redvira si necessaire)
— coJe a virﬁule

— Pourcenl’ase (souvent arrondi a 2 Aécima(es)



Définitions

Expérience aléatoire

Une expérience est aléatoire si
— le résultat ne peut pas étre prédit avec certitude
— on sait a I'avance quels sont les résultats possibles

Chaque résultat d’une expérience aléatoire est aussi appelé réalisation ou issue.

Univers
L’univers d'une expérience aléatoire est I’ensemble de toutes les issues possibles. On le note U.
Evénement

Un événement est un sous-ensemble de U. C’est donc un ensemble d’issues possibles, mais
)
pas forcément de toutes les issues possibles.

Ezemple

Expérience aléatoire : lancer d’un dé équilibré.

U= {4;2)3;“)5,‘@}

Evénements possibles : A ="obtenir 6" = {c}
B ="obtenir un nombre pair" = {z;q}g}
C ="obtenir un nombre plus grand que 4" = {sic'}

D ="obtenir un nombre positif" = {4; 2;3;4;5; g} = U
E ="obtenir un nombre négatif" = {} = ¢

etc...
Issues équiprobables

Les issues d’'une expérience aléatoire sont équiprobables si elles ont la méme chance (ou pro-
babilité) de se produire.

Ezemples
— Lancer d'un dé équilibré : U = {4;2; 34, 5; G} toutes ces issues sont équiprokab\es
— Lancer d’une piéce de monnaie équilibrée : U = {Pile'- Face } e’quiprob ables
— Note au prochain test de maths : U = (4}4,5'}. 2;..;55; c} PAS e'quiprobables !
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Calcul de probabilités lorsque toutes les issues sont équiprobables

Si toutes les issues sont équiprobables (donc tous les éléments de 1'univers ont la méme pro-
babilité de se produire), on peut calculer la probabilité d'un événement E avec la formule
suivante :

P(e) = cas févorables nombre d'¢clements dans E ) [ el

cas possibles ~ nombre d'eléments dans U - lul
Pour dénombrer les cas favorables et les cas possibles lors d’expériences aléatoires plus com-
plexes, on utilise les outils d’analyse combinatoire.
Ezxemple 1
On lance 3 fois un dé équilibré et on écrit le résultat sous la forme d’un nombre & 3 chiffres.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A : " obtenir un nombre inférieur a 200 "
B : " obtenir un multiple de 2 "

Cas Possibles: 6-6-6 = 216

36 l -~ [-)
Cas Fav.pour A: A-6-6 = 36 =v PCR)=W = -G- = 0,16 = IG,G?A

. 6-6-3 = - = [JO8 | 11 = 509
Cas fav.pour B: 6:6:3 =108 = P(B) = —= = 7 =05 =50%
Ezxemple 2
On tire 2 cartes d’'un jeu de 52 cartes.
Quelle est la probabilité d’obtenir 2 coeurs ?
52
Cas possibles: C, = 1326
|3 ?8 ~ °
35 pav : = =0 coevrs = = (3
Cas | C, = 38 P(2 ) 5,38 %
1326 ’



Quelle est la probabilité d’obtenir 2 rois?

y ’
Cas fav: Cz = 6 Cas poss : inchange =p 1326
=0 P(2rois) = I ou4s 7
1326 !

Quelle est la probabilité d’obtenir ’as de pique et le 10 de tréfle ?

Cas fav: 4 (C:-C: =4)

4
1326

=» P(as de pique et 10 de +refle) = T 0,08%

Ezxemple 8
On tire 5 cartes d’'un jeu de 36 cartes. Calculer la probabilité des événements suivants :
A" tirer les 4 as"

B : " tirer 5 cartes de la méme couleur (= famille)
C : " tirer au moins un as "

n

36
Cas poss : C's = 336992

4 32 32 ~ o
|A|=CM'C4=3Z =0 P(A)-Tm: 0,0084
3 504 - 5
el = C,-C, =504 =»PB)=——"= 013%
32 "€l 6
Icl = 336392 - C, = 1357616 =» P(C) = 552 = ugs8%
336392 !
boul sauF aucun as
Caz
On Pcvl' aussi Faire P(C) = 4007 - P(avecun as) = 4007 - C:‘ ;40070‘53)'-|2°/o
s

= 46,58 %

Propriétés des probabilités

N’importe quel événement E vérifie les deux propriétés suivantes :

1) 0< P(E) <1 La prol)a se frovve J-oujours enlre Oel 4 5 donc enl're 0% et 2007

2) P(E) = P("E ne se réalise pas") =1 — P(E) = 100% — P(FE) comPle'men‘-aire



2 Représentation a ’aide d’un diagramme de Venn

Ezxemple 1

Un sondage a révélé que 65% de la population d’un pays part en vacances en ét¢, et 40% part

en vacances en hiver. On sait ¢galement que 10% de cette population part en vacances en été
et en hiver.

Déterminer le pourcentage de la population qui ne part en vacances ni en été, ni en hiver.

GS"/o-/lOc/o Pop0|a|'ion
/

I 1000~ "tout-te reshe

5% |
| 40% 407,

=0 5% de |a population ne park

ni en él-e"ni en hiver

Far‘/en é‘—e, Pk"[' en hiver

Ezemple 2

Dans un immeuble, il y a 23 habitants. Parmi eux, il y as6rhommesradultes, 7 enfants, et 15

. . . L__V__ﬁ
personnes de sexe féminin. __ ;2.5 - 2 pasc . — 23-3 =1¢ advlles

— Quelqu’un entre dans la maison. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’'une petite
fille ?

— On s’apercoit que cette personne est un enfant. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse
d’une petite fille ?

P(Pe‘—ﬂ-e Fi(le) = = z 2l)‘-ltl°/o

23
2 G | 40 ——16-6
5 P(Pe|'i|-e fille, sachant que c'est un enfant)
/[ 5 |
Sr:::c\ acolre Tooaz T L%
8-6

A Ne PE\S {\aire une Pal—a[—e"adu”—e“ CI’ vne pal—a[—e “(’.nFar\l’ "}

gar "er\ranl- i CS“ |e complelmenl'aire C‘Q IIQAU“’& '



Ezxemple 3

350 personnes participent a une conférence. Au moment de leur inscription, on leur a de-
mandé les langues qu’ils étaient capables de comprendre.

On sait que 120 personnes comprennent au moins le francais, 200 personnes comprennent
au moins l'anglais et 80 personnes comprennent au moins ’allemand. On sait de plus que 30
personnes comprennent au moins le frangais et l'anglais, et que 30 personnes comprennent
seulement 1’anglais et ’allemand. 5 personnes comprennent les 3 langues, et tous ceux qui
comprennent le frangais et ’allemand comprennent également ’anglais.

a) Représenter cette situation sous forme d’un diagramme de Venn
b) Combien de personnes ne comprennent aucune des trois langues ?

c) Quel pourcentage des participants & la conférence comprend exactement 2 des trois
langues ?

d) Parmi les personnes comprenant I’anglais, quel pourcentage comprend les 3 langues ?

fr.
\

L all.
b) 45 personnes

25+30+0 o
' = |5 3l /
‘ ¢) 350 5' °

140 d)
15

4 o
200 =25%

anjl.



3 Probabilité conditionnelle
Définition de la probabilité conditionnelle

La probabilité d'un événement peut changer si 'on dispose d’une information sur le résultat
obtenu.

Ezemples
— On lance un dé équilibré.
s 1 : 4
Probabilité d’obtenir un 67 i
s 1 : - : , : 1
Probabilité d’obtenir un 6 si l'on sait que le résultat est pair? 3

— On s’intéresse a la température maximale d’une journée a la Tour-de-Peilz. La proba-
bilité qu’il fasse au moins 20 degrés est-elle modifiée si I'on sait qu’on est en hiver ?

Ouvi | (Méme si on ne sail pas la calcule_r, on sait qu'elle va ckanser)

Probabilité conditionnelle (probabilité de A sachant B)

La probabilité que ’événement A se réalise, sachant que I’événement B est réalisé s’appelle
la probabilité conditionnelle de A sachant B, et se note P(A|B).

Calcul d’une probabilité conditionnelle lorsque les issues sont équiprobables

Si toutes les issues sont équiprobables, on peut calculer les probabilités en dénombrant les
cas favorables et les cas possibles. On va faire de méme pour une probabilité conditionnelle,
en utilisant la formule suivante :

nombre de cas ve'r\'Ffan‘- Ael B |AnB ) P(AnB)
nombre de cas vériFianL B | B TB)

«a

P(AIB) =

Remarque

Au dénominateur, on n’a plus le nombre d’éléments dans I'univers complet, mais le nombre
d’éléments de B. On parle alors d’univers restreint.

Il faut imaginer qu’on élimine toutes les issues qui deviennent impossibles maintenant qu’on
sait que B est réalisé. Il ne reste donc plus que les issues dans B. C’est notre nouvel univers,
et on choisira les cas favorables parmi ceux-ci seulement.



Exemple

On jette deux dés I'un aprés 'autre. On considére les événements suivants :

A " la somme des deux résultats vaut 8 "
B : " on obtient 2 résultats différents "

C : " le premier résultat est un nombre impair "

Calculer P(A), P(A|B), P(A|B), P(B|A), P(A|C) et P(A|C).

lul = ¢6- 3¢
A = {z-c,.e-z,. 35, 53, 4y}l =olal=-5s
|g] = ¢-5 = 30
[c] = 3.¢ =18

P(A) = 3% ¥ 13,89%

| y
P(AIB) ='A|AT|B = 35 = 13,33%
_ |AanB | A=
P(AlB)=—‘%‘—-=T=AG,G=I%
[ BaAl
P(BlA) =‘+I=%= 80%
C
P(AIC) ='A‘“T|=%=_u,44%
- IAr\E‘, 3
P(Alc)=_—'-'_=4G6?%
ICI (8 ]



4 Représentation a ’aide d’un arbre

Lorsque les issues ne sont pas équiprobables, on ne peut plus utiliser les outils de combinatoire
pour calculer des probabilités. On va alors représenter la situation a l’aide d'un arbre.

FExemple 1
Une premiére urne contient 5 billes rouges et 2 billes bleues. Une deuxiéme urne contient 1
bille rouge et 3 billes bleues. On tire une bille de la premiére urne, et on la place dans la

deuxiéme urne. On tire ensuite une bille de la deuxiéme urne.

Représentation a ’aide d’un arbre :
2/s R 18" 4ira ge
R < 2° H e
5/4 % B n-aa

N
< &

Quelle est la probabilité que la premiére bille soit rouge et la deuxiéme bleue ?

5 -3~
-:-]" —3—‘*2}86%

ot} o

Quelle est la probabilité que la deuxiéme bille soit bleue ?

3 &

nlF

£ 0
3 5,21 %

S
nlw
+

Quelle est la probabilité que la deuxiéme bille soit bleue, sachant que la premiére bille était
rouge ?

3 - ¢0%
5

Quelle est la probabilité que la premiére bille ait été rouge, sachant que la deuxiéme bille est
bleue ?

5 3
P(1%R et 2°B) ==
P(4¢R | 2¢8) = - 13 = 33 ¥ 65,22%
P(zeB) 5.3 ,2 /4% 25 ’
¥ S ¥ S



Régles de construction et d’utilisation d’un arbre

— L’arbre a autant "d’étages" qu’il y a d’expériences successives.
— Au bout de chaque branche, on note I'issue correspondant a cette expérience.

— Sur chaque branche, on note la probabilité d’obtenir cette issue, sachant ce qui vient
avant.

— A chaque embranchement (ou sommet) de l'arbre, toutes les issues possibles sachant
ce qui vient avant doivent étre représentées par des nouvelles branches. La somme
des probabilités des branches partant de chaque sommet doit donc toujours étre égale
al.

— Pour obtenir la probabilité de tous les événements successifs d’un chemin, on multiplie
toutes les probabilités figurant sur ce chemin.

Exemple 2

Lors d’un controéle de devoirs sur une lecture en francgais, les éléves doivent cocher la bonne
réponse parmi 4 réponses différentes.

On estime que 70% des éléves ont lu leur livre, et cochent donc la bonne réponse a coup sir.
Les autres choisissent une réponse au hasard.

Si un éléve a coché la bonne réponse, quelle est la probabilité qu’il ait lu le livre ?

Jusle
A
Alo <
oA
l o Faux
4/'-} JUS"Q
03 1
14 N'apas lu
% Fau x

P(Alvet Juste )
P(Alul]usl'e)= i = < 30)32%
P(Justed +
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5 Espérance
Définitions

Variable aléatoire

Une variable aléatoire représente l'issue d’une expérience aléatoire, lorsque cette issue est un
nombre.

Par exemple, le résultat d’un lancer de dé est une variable aléatoire, alors que le résultat d'un
lancer d’une piéce de monnaie n’en est pas une.

Espérance d’une variable aléatoire

L’espérance d’une variable aléatoire est la valeur moyenne que 1’on obtiendrait si I’on répétait
un trés grand nombre de fois (en fait une infinité de fois) la méme expérience.

Calcul de I’espérance d’une variable aléatoire

Si X est une variable aléatoire pouvant prendre les n valeurs =y, xs, x3, ..., T, ,
(autrement dit, U = {x1; x9; x3;...; 2, })

alors 'espérance de X se calcule par la formule suivante :

E(X) = X4 P(X=%x)+ xz'p(x=xz)+"- + X, P(X= X )

Remarque

On retrouve la formule vue en statistiques descriptives pour calculer la moyenne pondérée a
partir des fréquences. L’espérance peut donc étre vue comme une "moyenne théorique".

Ezxemple 1
Une urne contient trois boules vertes, une boule rouge et une boule bleue. On tire successi-

vement et sans remise une boule, jusqu’a obtenir une boule verte.
Soit X le nombre de boules tirées. Calculer et interpréter I'espérance de X.

11



= =§
T v XE4) P(x=1)=2

7ANNEY % v =3 P(X=3)= 243224
l/ -
4 Vv
0/3 V X|4|2|3+o|'a|
3 | s .
PO 2 |53 ,lo|4=4oo/o

— - 4.3 .3 Lt
=0 E(X) = 4 -5' + 2 0 + 3 o 4,5
Si on re'pé(-e l'expérience un 9ranc‘ nombre de Fois, on aura en moyenne dire As boule .

Ezxemple 2

On vous propose le jeu suivant : vous payez 5 francs pour participer, puis vous lancez deux

dés équilibrés. Si vous obtenez deux fois le méme résultat, vous recevez 20 francs. Sinon, vous
ne recevez rien.

Acceptez-vous de jouer a ce jeu?
On pose X: gain nel

=o soit on oblient 2 mémes resvlbals, et on gagne 20-5 = 45 frs nel =»X=15

soil on oblient 2 resulkals clifre'ren(-s el on perd SFrs =p X=-5

N o . e
P(X=15) = P(2méemes resultalts) = ce "
P(X=-5)= —> .S lors P(X=-5) = A-P(X=15) =4- 4= 3
= - cc - 7 ov alors = - - = z= 2
X ||S |—S }ot l < =1
=P E(X)=45-2+(-5)'E=—3 = - el

En moyenne, on perd 463 frs ace jev . n'esk pas éguil—alsle

Remarque

On dit qu’'un jeu de hasard est équitable si 'espérance du gain net de chaque joueur vaut
Z€r10.
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