1 Systemes linéaires

Méthode du pivot de Gauss

.y R )2 . r—2y=1
Exemple 1.1 Considérons le systeme d’équations { 2r 43y =9

Résolvons ce systeme d'une maniere inédite.

Si 'on élimine les = dans la seconde équation, on trouvera la valeur de y.
Pour cela, transformons la seconde équation en lui soustrayant le double de la
premiere :

x—?y:l Lo = Lo —21 x-?y:l
22 + 3y =9 — Ty="1

En divisant la seconde équation par 7, on obtient la valeur de y :

gj—2y:1 L21_1/>7L2 [p—2y:]_
Ty=1717 y=1

A ce stade, il est bien tentant de remplacer y = 1 dans la premicre équation
pour trouver la valeur de x. Mais ce n’est pas ce que 'on va faire!

On va plutot faire disparaitre les y dans la premiere équation en lui ajoutant
le double de la seconde :

{$_2y21 Li — Li +2Ly {x -3
=

On a obtenu une unique solution S = {(3 ; 1)}

Elle correspond, d’un point de vue géométrique, aux 3,
coordonnées du point d’intersection des droites d’équa- : 3
tions v — 2y =1let 20+ 3y =0.
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Exemple 1.2 Illustrons encore une fois cette nouvelle méthode.
23;-33/:-8 L2—>2:T_42>—5L1 20 — 3y:_8 L2—>:1/>23L2
or +4y= 3 23y = 46

20 — 3y: —8 Ly — Ly +3Lo 21 = -9 L; — 1/2014 T = —1
> e
y= 2 y= 2 Y

On a obtenu une unique solution S = {(—1 ; 2)}

Elle correspond, d'un point de vue géométrique, aux
coordonnées du point d’intersection des droites d’équa- °
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tions 20 — 3y = —8et S+ 4y = 3. = i
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Exemple 1.3 Continuons d’appliquer cette méthode a un nouvel exemple.
2 — 3y = —8 L2—>i;r2L1 2z — 3y = -8
—4r+6y= 3 Oy =—13

Il se passe ici quelque chose de nouveau : quelle que soit la valeur de y, on aura
toujours 0y = 0 # —13. Ce systeme n’admet donc aucune solution : S = &.
On dit d'un tel systéme qu’il est impossible ou inconsistant.

L’interprétation géométrique explique pourquoi ce sys-
teme n’admet aucune solution : les droites d’équations %
20 —3y=—8et —4x+ 6y = 3 sont paralleles. g% R

\\ 4

A

Exemple 1.4 Examinons encore un autre cas particulier.
{ 20 -3y =—6 la-li2l {Qx —3y=—6
—4r 4+ 6y = 12 Oy= 0
L’équation 0y = 0 est vérifiée pour n’importe quelle valeur de y.
On l'indique en posant y = a, ol « représente un nombre réel quelconque.
Vu que y prend n’importe quelle valeur, on dit que c¢’est une variable libre.

22z — 3y = —6
y= «

oua€R ouaeR

Li— Li+3Lo {2:13 = —6+4+3a
— y

oua€eR

L1 — 1/2T, {x =-3+3a
—
Y —

«

On a obtenu une infinité de solutions : S = {(—3 +3asa):ac R}.

L’interprétation géométrique facilite la compréhension :
les droites d’équations 20 —3y = —6et —4dr+06y = 12 6
sont confondues. N'importe quel point de I'une de ces Y
droites appartient donc a I’ensemble des solutions. >

AN

On reconnait dans la notation de ’ensemble des solutions

{x:—?)—{—%a

oua€R
y= 0+ «

des équations paramétriques de la droite passant par le point (—3;0) et ad-

3
. B) 3
mettant pour vecteur directeur (i) =1 ( >

Cette interprétation géométrique permet de réaliser que 1’on peut désigner plus
simplement 1’ensemble des solutions :

S:{(—3+304;204):046R}
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1.1

Résoudre les systeémes suivants par la méthode du pivot de Gauss.

1) 22 +3y =3 ) 22 +3y= 3
r— y=4 4 + 6y =10
20+ 3y =3 r—2y=-—1

3){4x—|—6y:6 4){—:c—|—2y: 1

5) 3z +4y = —-17 6) 3z + 4y =-17
S5z + Ty = —81 15z + 20y = —85

r+2y+2z=4
Exemple 1.5 Résolvons le systeme d’équations r+3y+3z=5.
20+ 6y +52=6

Conservons la premiere équation et combinons-la avec chacune des équations
suivantes pour y supprimer les x :

xigyigzzg LL32:LL32:2LLll x—|—2y122: ‘11
X Yy z = =50 Y z =
20 +6y +52=6 2y + 2= -2

On remarque que les deux derniéres équations forment ainsi un systeme de
deux équations a deux inconnues. Poursuivons en faisant disparaitre les y dans
la derniere équation, en lui soustrayant le double de la deuxieme :

r+2y+2z2= 4 Ls —» Ls — 2L T+ 2y + 2z =
y+ z= 1 = y+ 2= 1
29+ z= -2 |

Bien stir que la derniére équation donne z = 4.

Mais, on ne va surtout pas remplacer z = 4 dans les autres équations. Au
lieu de cela, on va combiner la derniere équation avec chacune de celle qui la
précede pour y supprimer les z.

_ Li — L —2L: _
T+ 2y+2z=4 L12_>Ll2_L; r+2y =-4
y+ z=1 - y =-3
Maintenant que la deuxieme équation donne y = —3, on va, non substituer,

mais combiner cette équation avec la premiere pour y faire disparaitre les y :

x+2y :_4 L1—>L1—2L2 x = 2

On a obtenu une unique solution S = {(2 i —3; 4)}
Géométriquement, on a calculé les coordonnées du point
d’intersection des trois plans d’équations x+2y+2 2 = 4,
r+3y+3z=5et2x+6y+52=06.
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Exemple 1.6 Illustrons a nouveau cette méthode.

r+2y+ z= 3 Eiji;:glﬂ r+2y+ z= 3
3z — y—3z=-1 = — 7y —6z=-10
20 +3y+ z= 4 - y— z= -2

Pour rendre les calculs plus agréables, permutons les deuxieme et troisieéme
équations, et changeons les signes de cette derniere :

— _ Li »Li—L
rH2y+ 2= 3 L3 — L3 + 7La 42y +z2=3 L;:Ling
y+ z= 2 - y+z=2 =
— 7y —62=-10 z=4
.I'—I—Qy = _1 L1~>L172L2 x = 3

On a obtenu une unique solution S = {(3 ;=2 4)}

Exemple 1.7 Résolvons le systeme suivant :

z— y+2z= 2 [lp7le-2l T— y+2z= 2 Ei:iﬁfi
204+3y— z= 9 - Y —Hz =
r—6y+T7z=-3 —by+5Hz=-5
T—y+2z= 2 Lo o Lo+ Lo rT—y+2z=2

y— z= 1 — y— z=1

—y+ z=-1 0z=0

La derniere équation 0z = 0 est vérifiée pour n’importe quelle valeur de z.

On constate ainsi que z est une variable libre. On pose donc z = a ou a € R.

_ Ly — Ly — 2L _ _9 _
T—y+2z=2 \ S [ =2 -2« \
y— z=1 ouna€elR = y =14+ a ouaelR
2=« z = !
L — Li + Lo x :3_Oé .
- y =1+a ounaelR
z = «

On a obtenu une infinité de solutions :
S:{(3—0z;1+a;a):a€R}.
Géométriquement, l'intersection des plans d’équations
r—y+22=22x+3y—z2=9etxr—6y+72=-3
est la droite passant par le point (3;1;0) est de vecteur /
-1

directeur | 1
1
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Exemple 1.8 Examinons encore un cas particulier.
_ Ly — Lo — 2L _
r—2y+3z= 2 L§3L§+3Li r—2y+3z2=2
2 —4y+62z= 4 — 0=0
-3+ 6y —92z=—6 0=0
Les deux dernieres équations sont vérifiées quelle que soit la valeur de y et
quelle que soit la valeur de z. On a ici affaire a deux variables libres.
Comme y peut prendre n’importe quelle valeur, on pose y = a ou « € R.

Vu que z prend aussi n'importe quelle valeur, on pose z = § ou € R.

x—2y+32:2 Ly =+ L1 +2Ly —3L3

Y =a oua,feR —
z2=0
T =2+2a—3p3
y = Q oua,feR
z = 15}

On obtient une infinité de solutions : S = {(2 +2a—-308;a;0):a,pB € R}.

D’un point de vue géométrique, la situation differe de I’exemple précédent.

Ici, les trois plans sont confondus. La solution donne des équations paramé-
triques du plan commun, qui passe par le point (2;0;0) et admet pour vecteurs

2 -3
directeurs [ 1] et | 0
0 1
1.2 Résoudre les systémes suivants :
r+2y+ z2=8 20 — y+3z= 4
N2z + y— z=1 )3z +4y— z=-5
3v— y+22=17 r+dy—4z2=-9

20 +y+3z2=3
3r —y+4z2=2
dr +y— z2z=95
r+y+ z=4

29+ 2= -2
4) ¢ 3z + 5y — 52
20 +4y —2z2= 2

I
—_

_ 2x+ 4y —3z= 5
5){_2i13yf3§: ; 6){ 52+ 10y — 72 =13
Y N 3z + 6y+5z=17

1.3 Quelle condition doit-on avoir sur a, b et ¢, de telle sorte que le systeme
r+2y— 3z=a

2x 4+ 6y — 112z =0 admette une solution ? Cette solution est-elle unique ?
rT—-2y+ Tz=c

Remarque : on ne demande pas de donner de solutions.
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1.4

T+ y— z=1

Pour quelles valeurs de £ le systeme ¢ 22 + 3y + kz =3 a-t-il
r+ky+3z=2

1) aucune solution ? 2) une solution unique? 3) plus d’une solution ?

Remarque : on ne demande pas de donner de solutions.

Exemple 1.9 Voici un exemple en provenance de la chimie.

Le mélange du toluene C;Hg et de 'acide nitrique HNOj3 produit, dans des
conditions bien controlées, du trinitrotoluene C;H504N3, plus connu sous son
abréviation TNT, et de 'eau HyO. Pour savoir dans quelles proportions les
mélanger, il s’agit d’équilibrer I’équation chimique :

x C7H8 +vy HNOg —r Z C7H506N3 + tHQO

Pour avoir des quantités égales de carbone, d’hydrogene, d’azote et d’oxygene
de part et d’autre, il faut satisfaire le systeme suivant :

Te="Tz
8x+y=5z+2t
y=23z
3y=6z+t1
Afin de résoudre ce systeme, arrangeons-le plus simplement :
x -z =0 T -z =0 o1
8r+ y—95z—2t=0 LzﬁgSLl y+3z—2t=0 L4—>L__2>—3L2
y—3z =0 y— 32 =0
3y —6z— t=0 3y—6z— t=0
r - oz =0 1,5 i, r - oz =0
y+ 32—-2t=0 L4HL_—4;3L3 y+3z—2t=0
— 6z24+2t=0 32— t=0
—152+5t=0 0=0

Puisque la dernieére équation est vérifiée pour n’importe quelle valeur de ¢, on
remarque que t est une variable libre. On pose donc t = a ot a € R :

x - < =0 Lo - La+2Ly x - = 0 L1 — 3L 4+ Ls
y+3z—2t=0 Ls—>Ls+Ls y+3z =2a le—lo-I
— =
t =« t= «
T Lo
3z = L1 — /3Ly 3
= Lz — 1/3L3 — 1% .
Y — 4 1 ouaeR
3z =« z =3«
t=a = «

On a trouvé une infinité de solutions : S = {(a 3asas3a)a€ R}.
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Bien qu’on ne puisse pas représenter visuellement ’espace R* & 4 dimensions,
on peut tout de méme interpréter géométriquement cet ensemble de solutions,
en disant qu’il s’agit de la droite passant par I'origine (0;0;0;0) et de vecteur

1
directeur il))
3
1.5 Résoudre les systemes suivants :
r+2y—5z2z+4t= 1
1) 20 —3y+ 22+ 3t= 18 2) r—3y+z— t=0
doe —Ty+ z—6t=-5 204+ y—2+4+2t=0

T+ y— z+ t= 1

20+ y—3z+ t+ u=

r—2y— z+4+3t— u= 1
393z — y+4z— t—3u=—6
r+ y+ z4+ t+ u= 15
br —4y+32z—-2t4+ u= 3

Matrice d’un systeme linéaire

Exemple 1.10 Un systeme d’équations peut se noter sous la forme d’un
tableau de nombres. Illustrons cette idée par un exemple :

T+ 3y+ 62=25 1 3 6|25
2x 4+ 7Ty + 142 = 58  se transcrit en 2 7 14|58
2y + 5z2z=19 0 2 5|19
Pour introduire un peu de terminologie, on appelle :
1 3 6
— matrice du systeme, le tableau des coefficients des variables: 2 7 14 |;
0 2 5
— matrice augmentée du systeme, ce méme tableau auquel sont ajoutés les
1 3 6|25
termes constants : | 2 7 14 |58
0 2 5119

Appliquons la méthode du pivot de Gauss avec cette nouvelle notation :

1 3 6125 Lo s Ly — 2L, 1 3 6|25 Ls — Ls — 2La @D 3 6|25
2 7 14|58 - 01 2|8 — 0o © 2|8
0 2 5119 0 2 5|19 0 0 @O 3

La derni¢re matrice obtenue est dite échelonnée.

Plus généralement, une matrice est échelonnée si le nombre de zéros précédant
la premiere valeur non nulle d’une ligne, que 'on appelle un pivot, augmente
ligne par ligne jusqu’a ce qu’il ne reste éventuellement plus que des zéros.
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Exemple 1.11 Voici des matrices échelonnées ot les pivots ont été encerclés :
1 D1zt o IO
0 @ 2 0 0@ 3
0 0 O 0 0 0 O 00 0 0 @ 0
00 0 0 0 ®

Revenons a notre systeme d’équations que nous n’avions pas fini de résoudre :

L; — L —6L

1 3 6]25 L;:L;fQLz 1 3 0|7 Lt Ly — 3L, @ 0 o0]1
01 2|8 — 01 0|2 - 0 @ 0|2
0 01|3 00 1|3 0 0 D3

On obtient alors une matrice échelonnée réduite, c’est-a-dire une matrice
échelonnée dont chaque pivot vaut 1 et dont toute colonne contenant un pivot
contient partout ailleurs des zéros.

Exemple 1.12 Voici des matrices échelonnées réduites :

0D 0 80 @0 0 5 0@D3 0 4 0 6
00 D 0 4 0D 0 -6 00 0@S5 0 -1
00 0 00 06 @ 9 00 000Q@ 9
00 0 00 000 0O0O0 0

Résoudre un systeme d’équations par la méthode du pivot de Gauss équivaut
ainsi a transformer la matrice de ce systéme en une matrice échelonnée réduite.

Si I'on revient a 'exemple 1.10 qui nous a guidé jusqu’ici, on conclut :

D o0 01 @ —1
0 @O 012 = y =2
0 0 |3 z=3

Remarque : les variables dont la colonne ne contient pas de pivot sont libres.

Exemple 1.13 Illustrons cette derniére remarque par la résolution d'un sys-
teme d’équations, en réduisant sa matrice a une forme échelonnée réduite.

T + 2132—2l’3+ 3.774: 2
2331—|- 41‘2—31‘34- 4274: 5!
5.171 + 101,‘2 — 81‘3 + 111‘4 =12

_ L2—>L2—2L1
1 2 2 3 2 L3 —Ls—51 L3 — Ly —2Lo

1 2
4 -3 4|5 — 00 1 -=2]1 =
5 10 =8 11|12 00

[\

12 -2 32\, ., (D20 -1|4
00 1 -2|1 N 0 0@ —2|1
00 0 010 00 0 010
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Puisqu’il n’y a pas de pivot dans les 2° et 4° colonnes, les variables x5 et x4
Ir1 =
To =
T3 =
Ty = B
La matrice échelonnée réduite permet facilement de compléter les solutions :
@ 2 0 -1/4 -
00 @ —2/1 = {x1+2ax:22:;1
00 0 010 ’ B

sont libres. On commence donc par poser : ou a, f € R.

On obtient ainsi :
T = 4 —2a+ 6

Zil a+2ﬁ — S:{(4—2a+5;a;1+26;6):a,BER}
Ty = p

Bien qu’on ne puisse pas représenter visuellement 'espace R* a 4 dimensions,
on peut tout de méme interpréter géométriquement cet ensemble de solutions,
en disant qu'il s’agit du plan passant par le point (4;0;1;0) et admettant

—2 1
. 1 0
pour vecteurs directeurs 0 et 9
0 1
1.6 Résoudre les systémes suivants en échelonnant leur matrice augmentée :
rT— y— z= 6 r+ y+ z= 9
1) xr—2y—3z=10 2) r+2y+3z=14
br +6y+ z= 2 3+ 2y + z=22

2271+3372—373+45E4:1 x1+$2+2x3+x4: 1

3) 3(131— i) + ZE4:]_ 4) 1= Fa = LE3+I4: 0
3x1 —4x9 + 23 — x4=2 T2t T3 =1
T + X2 + x4 = 2
Ty + T — T3+ Ty— Ty = 8
—2x1 + X9 —2x3 + 324 = 6
5) 31’1—21’2— T3 + l’4+2l’5: 8
ZE1+3JI2 —21’4—51’5: 1

ZL’1+2I2+3I3+ l’4—31’5:—1
31 — 319 — a3+ 2724 — 925 = 13

6) Ty — X9+ 2x3— x4 — 625 =—6
Ty — To + X3+ l’4—6.1‘5: 1
Ty + T2 — I3—2.T4+7.T5:—3

Ty — I2+2I3 +3$5: 1

7) —x1 + T9 +2x4 — bx5 = B

T1 — X9+ 43+ 224 + 45 = 13
—2x1 +2x9 —5x3 — x4 — 375 = —1
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20 —y —4z=k
1.7 Déterminer la valeur de k pour laquelle le systeme ¢ —x + y + 22z =k est
—r+y+kz=k
consistant, puis le résoudre.

1.8 Pour quelles valeurs de k, les systémes suivants ont-ils (a) aucune solution,
(b) une solution unique, (c) une infinité de solutions ?
1){ r+ky=1 2){kw+2y— 3
kx+ y=1 2z — 4y = —6
r—2y+3z= 2 x4+ y+kz= 1
3) r+ y+ z=k 4) r+ky+ z= 1
20 — y+4z=Fk kx+ y+ z=-2

Remarque : on ne demande pas de donner de solutions.

1.9 Un ami, féru de devinettes, me demande de retrouver le poids de 4 objets,
apres m’avoir indiqué :
— le poids des objets 1 et 2 pris ensemble;
— le poids des objets 2 et 3 pris ensemble ;
— le poids des objets 3 et 4 pris ensemble;
— le poids des objets 4 et 1 pris ensemble.

Vais-je pouvoir résoudre son énigme ?

Réponses
1.1 1) s={@3;-1}
2) S=02
3) S:{(%—%a;a):aER}:{(—Ba;l—I—QQ):aER}
1) S={(-14+2a;a): a e R}
5) S={(5:-8)}
6) S:{(—l—;—ga;a):aGR}:{(—7—4a;1+3a):a€R}
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1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

(
(-3 +3a—3B;0:8): 0, B R}
(1+3a—5;1+2a;2ﬁ):a,66R}
(

5a—2b—c=0 ; lesystéeme ne peut pas avoir de solution unique.
1) k=3 ) k£ —3et k#2 3) k=2
1) S:{(1;—1;2;3)}

2) S:{(Za—56;3a—46;7a;75):a,BER}.

3) S={(1;2;3;4;5)}

1) S={(3;-2;-1)}

2) S:{(4+a;5—2a;a):aER}

3) S:{(l—a;2—2a;7—4a;a):oze]R}

4) S=0o

5) S={(3;5;-2;1;3)}

6) S={(2+a+38;0;-3+28:2+8;6): 0,8 €R}

7) S:{(—15+a+25;a;5—ﬁ;ﬁ;2):Oz,ﬁER}

Si k=2, alorsSz{(4+2a;6;o¢):a€R}.

1) (a) k=-1 (b) k # £1 (c) k=1

2) (a) jamais (b) k # —1 (c) k=—1

3) (a) k# —1let k#2 (b) jamais (¢c) k=—1louk=
4) (a) k= (b) k#—2etk#1 (c) k=-2
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