2 Familles génératrices, Familles libres & Bases

Combinaisons linéaires de vecteurs

r—3y+22=0
—3r+9y —62=0"

1 -3 210 Ly = L2 +31a 1 -3 210
3 9 —6/0 — 0 0 00

Exemple 2.1 Résolvons le systeme {

r=3a—2p
On trouve ainsi : ¢ y = « oua, eR.
z = B
T 3 —2
En notant la solution sous la forme |y | =a 1]+ 3| O oua, €Ron
z 0 1
3 -2
I’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs vy = |1 | et va = | 0O
0 1

Plus généralement, un vecteur v est une combinaison linéaire des vecteurs
vy, Vg, ..., U, 8l existe des coefficients aq, as, ..., «a, tels que

V=Qq1V1 +0V2+ ...+ a,v,

Revenons a notre exemple pour illustrer cette notion.

5
1) Se demander si le vecteur v = | 3| fait partie des solutions du systéme
2
d’équations équivaut a se demander si le vecteur v est une combinaison
linéaire des vecteurs vy et vy, puisqu’il s’agit de résoudre :

3 -2 5 3a—2B=5
avi+fve=v <= af|l|+4] 0 |=]3 — a =3
0 1 2 g =2
Prétez attention aux colonnes de la matrice augmentée correspondante :
3 _2 5 L1 <—>L2 1 0 3 L2—>L2—3L1 1 O 3 L2—>—1/2L2
1 013 == 3 =215 == 0 —2|—4 =
0 1 |2 0 112 0 1] 2
1 0(3 PRI 1 013
0 1(2 — 0 1|2 c’est-a~-dire « = 3 et 5 = 2.
0 1(2 0 0]0

En d’autres termes, v = 3wv; + 2 v, est bien une combinaison linéaire des
vecteurs v1 et v et fait donc partie des solutions du systeme.
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2.1

2.2

6
2) Posons-nous la méme question avec le vecteur w = | 4
5

3 —2 6 3a—20=6
avi+pfve=w <= al|l|+58| 0 | =4 = « =4
0 1 5 8=5
3 —216 L ¢ Ly 0 |4 Ly — Ly — 314 104 Ly — —1/2Ly
1 0 |4 = 3 =216 = 0 —21|—6 =
0 115 0 115 0 115
1 04 La o> Lo — Ly 1 04
0 1(3 — 0 13 qui est impossible.
0 115 0 02

Cela signifie que le vecteur w ne peut pas s’écrire comme une combinaison
linéaire des vecteurs vy et vy et n’est pas une solution du systeme.

[lustrons géométriquement cet exemple.

Toutes les combinaisons linéaires des vec-
teurs v1 et vy engendrent le plan conte-
nant ces deux vecteurs. On a trouvé que
le vecteur v appartient a ce plan, tandis
que le vecteur w n’en fait pas partie.

Le vecteur v est-il une combinaison linéaire des vecteurs vy et vo 7

e

(o (3
1 1 0

3) v= 2),’01 (1) R 1

3

3 1
4)’(): 2 , V1 = 1 , Vg =
— 0

1 1 0 1
Dov=|2],va=|1],v2=(1]|,v3=1]0

3 0 1 1

32 10 34 —12
2Q)v=| 20 [,v=(4]|,v2=| 14 [,o35=| 2

—26 48 —64 —10
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Familles génératrices

On note Vect(vy,vs,...,v,) I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires
d’une famille de vecteurs vy, v, ..., v, :

VeCt(’Ul,’lJz,...7Un) = {alvl+a202+...—|—anvn:al,ag,...,aneR}

On l'appelle le sous-espace engendré par vy, va,. .., Uy,.

Lorsque vq,vs, ..., v, engendrent tous les vecteurs de l'espace, on dit qu’ils
forment une famille génératrice.

Exemple 2.2 Montrons que v; = (_21> et vy = (;) engendrent R2.

Il s’agit de montrer que Vect(vy,vs) = R?, c’est-a-dire que tout vecteur (;)

de R? peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs vy et v,.

En d’autres termes, on doit montrer qu'on peut toujours trouver, quels que
soient les valeurs de z et y, des coefficients a et (3 tels que :

“(3)+2()-C)

Ecrivons la matrice augmentée de ce systeme et résolvons-le :

2 1 €T L1 < Lo _1 3 y Lo — Lo +2L1 _1 3 y
-1 3|y — 2 1|z — 0 7|x+2y
On pourrait déja s’arréter a ce stade : vu que la matrice du systeme est éche-

lonnée et que 'on a deux pivots, on sait qu’on trouvera une solution unique
pour « et 3. Poursuivons tout de méme pour expliciter cette solution :

L14)71/7L1 3
Ly — 7L — 3Ly —7 0| -3z+y Ly — /7Ly 1 0] =52
= 0 7| z+2y — 0 1|22

On constate ainsi que n’importe quel vecteur de R? s’écrit bien comme

x
Yy
. . 2 1
comme combinaison linéaire des vecteurs vy = 1 et vy = E

1 1 4
Exemple 2.3 Est-ce que les vecteurs vy = | =1 |, va = [4| etvg=| 1
-1 2 -1

engendrent R3 ? Est-ce qu'on peut trouver des coefficients a, 3 et v tels que
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2.3

2.4

2.5

1 1 4 T
—1 2 —1 z

pour n’importe quelles valeurs de z, y et 27

Ecrivons la matrice augmentée de ce systeme et résolvons-le :

Lold e\ popeln (L4 o N
-1 4 1 |y — 0 5 5|x+y =
-1 2 -1z 0 3 3|lx+=

1 1 4 T

0 5 5 Tty

0 0 0(2z—3y+5=2

La derniere ligne nous permet de tirer deux constats.

1) Le systéme est impossible si 22 — 3y + 52 # 0.
Cela signifie que 'on ne peut pas exprimer n’importe quel vecteur de R?
comme combinaison linéaire des vecteurs vy, vo et v3.
Les vecteurs vq, v et vg ne forment donc pas une famille génératrice de R3.

2) Le systeme admet une solution, a la condition que 2x — 3y + 52z = 0.
En d’autres termes, I'espace engendré par les vecteurs vy, v9 et vz est, non
I'espace R? tout entier, mais seulement le plan d’équation 2x—3y+5 z = 0.

Montrer que les familles suivantes engendrent R? :

vor= (1) o= () o= (%) 0= ()

Montrer que les familles suivantes engendrent R3 :

1 1 0 1 1 2
1)’01: 0 , Vg = 1 , Vg = 1 2)’01: 1 , Vg = 2 , Vg = 1

1 0 1 0 3 —1
Déterminer I’espace engendré par les familles de vecteurs suivantes :

2 -1 0 3
1) U1:<_4>,’02:<2) 2) ,U1:<0>7/U2:<4>

1 3 1 —1 0
3)’01: 2 , Vg = 2 4)’01: 0 , Vg = 1 , Vg = —1

0 —1 —1 0 1

2 10 . . .
5) V1 = 3 , Vg = —15 6) V1 = , Vg = , Vg

—4 20 ° ! -

-3 —4 -5
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Familles libres

) ) o o
Exemple 2.4 Exprimons le vecteur v = comme combinaison linéaire

3

des vecteurs v = <_11> Vg = G) et vg = (i’)

Il s’agit de trouver des coefficients a, s et ag tels que

o (e i) e ()= 6)

Ecrivons la matrice augmentée de ce systeme pour le résoudre :

L1~>7L1
-1 1 3|5 Ly = Lo+ 1 -1 1 3|5 Lo — 1/2L2
1 1 1|3 — 0 2 48 —

1 =1 -3|=5\ LioLi+ia (1 0 —1]-1
01 2|4 — 01 2| 4

Comme la variable a3 est libre, on trouve une infinité de solutions :

(~1 + ay) <_11> +(4—2as) G) +ag G) _ @

quelle que soit la valeur de a3 € R. Donnons quelques cas particuliers :

— siag =0, alors —v; +4vy =v;

— siag =1, alors 2vy +v3 =v;

— si ag = 2, alors v + 2v3 = v.

On constate que seulement deux des trois vecteurs vy, vs et vs suffisent pour

engendrer le vecteur v. Cette Redondance tient au fait que I'on peut exprimer
I'un des vecteurs vy, v ou vz comme combinaison linéaire des deux autres :

1 1

’U1:2’U2—’03 ’0225’014-5’03 U3:—U1—|—2’l)2

On exprime plus simplement ces trois relations par I'unique égalité
V1 — 2 Vo + V3 = 0

On dit, dans une telle situation, que les vecteurs vy, v et vz sont linéairement
dépendants, ou encore qu’ils forment une famille liée.

Plus généralement, on dit que des vecteurs vy, va,..., v, sont linéairement
dépendants, ou qu’ils forment une famille liée, s’il existe des coefficients
Qa1, o, ..., 0, non tous nuls tels que

a1vy+oagve+...+a,v, =0
Ainsi les vecteurs vy, v et vz de 'exemple 2.3 sont linéairement dépendants,

car ils vérifient 3v; + v — v3 = 0.

La dépendance linéaire explique pourquoi
— a l'exemple 2.3, les vecteurs vy, v2, v3 ne suffisent pas & engendrer R3;
— a l'exemple 2.4, il y a une infinité de combinaisons linéaires possibles.
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Au contraire, on dit que des vecteurs vy, vs, ..., v, sont linéairement indé-
pendants, ou qu’ils forment une famille libre, si les seuls coefficients pos-
sibles aq, ag, . .., a, pour que soit vérifiée I’égalité

a1v1+a202+...+anvn20

sont tous nuls : ¢y = 0,0 =0,...,a, =0.
1 0 1

Exemple 2.5 vy =|1]|,v2=|1],v3= (0] forment-ils une famille libre ?
0 1 1

Il s’agit de déterminer quelles sont les solutions de 1'égalité

1 0 1 0
a1V + v +azvg =0 <~ a1 1| +a 1| +a3|0| =10
0 1 1 0

Résolvons cette équation a l'aide de la matrice augmentée correspondante :

10 1[0 o (10 10\ (10 1]0
110/0 — 01 10 — 01 —1|0
01 10 01 10 00 2|0

La matrice échelonnée montre qu’il y a trois pivots pour trois inconnues, si
bien qu’il y a manifestement une unique solution, la solution évidente a; = 0,
as =0 et ag = 0. Si 'on n’est toujours pas convaincu, réduisons la matrice :
o, (1O 10N Il (1000
— 01 =110 — 01 0|0
00 110 00 1|0

On conclut que les vecteurs vy, ve et vz sont linéairement indépendants et
forment une famille libre.

1 0 -1
Exemple 2.6 La famillev; =|—1|,vo=1| 1 |[,v3=| 0 [ est-elle libre?
0 —1 1

A nouveau, il faut trouver les solutions de 1’égalité

1 0 —1 0
a1V + v +azvy =0 g ar | =1+ as 1 + a3 0 =10
0 —1 1 0

Recourons a la matrice augmentée correspondante :

1 0 —-1]0 Lo — Lo+ L 1 0 —-11{0 La — Lo + Lg 1 0 —-1]0
-1 1 010 — 0 1 -—-1/0 - 01 —-11]0
0 -1 110 0 -1 10 00 010

Puisque la variable az est libre, il y a une infinité de solutions.

Les vecteurs vy, vg et vg sont linéairement dépendants (v; + vy + vz = 0) et
forment par conséquent une famille liée.
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2.6 Les familles suivantes de vecteurs sont-elles libres ou liées ?

2 3 1
1) V1 = 2 , Vg = 1 , Vg = —5
1 2 2
2 -1
2) V1 = -1 , Vg = 2
3 3
-2 4 3 )
3) U1 = 3 , Vg = —1 , Vg = 1 , Vg = 0
7 5 3 2
2.7 Les familles suivantes de vecteurs sont-elles libres ou liées ?
-1 3 2
1 2 3
1) V1 = 2 , U2 = 2 , Vg = 1
1 4 -1
0 0 0 4
2) v 0 v 0 v s v 3
1 — 0 y U2 — 2 , V3 — 2 s U4 — 2
1 1 1 1
3 -1 1 -1
3) -1 3 1 -1
V1 = 1 , U2 1 , U3 = 3 , Vg 1
-1 -1 1 3
2 -1
2.8 Montrer que les vecteurs [0 ]| et | 2 | de R® sont libres et qu’ils engendrent
2 0
4 -8
le méme espace que les vecteurs [ 6 | et | 12
7 —2
1 1 m
2.9 1) Dans R3, on donne les vecteurs | 2 |, | =1 et [ -1
-1 3 2
Pour quelle valeur de m forment-ils une famille liée ?
m 2 1
2) Méme question avec les vecteurs [ 2 |, [m | et |2
1 3 1
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Bases

Une famille a la fois génératrice et libre s’appelle une base.

Si la famille vy, vo, ..., v, est une base, alors I’équation
a1V +avy+ ... +a,v, =V

possede exactement une solution.

L’existence d’au moins une solution vient de ce que la famille est génératrice;
I’existence d’au plus une solution est due au fait que la famille est libre.
Exemple 2.7

T 9 . 1 0y (=
1) (a) Tout vecteur (y) de R? vérifie x (O) +y <1> = (y)

. ) 1 O _ O . , 1 O O
(b) L’équation o <0> +4 <1> = <0> a pour matrice augmentée ( 01 ‘ 0 )

La famille e; = <(1)> , €y = (?) engendre R? et est manifestement libre.

Elle constitue la base canonique de R?.

T 1 0 x
2) (a) Tout vecteur |y | de R3 vérifiex [0 | +y 0=y
z 1 z

— oo oo

0
1 0
(b) La matrice augmentéedea | 0 |+ | 1 |+
0 0

0 1

Elle forme la base canonique de R3.

1 0 0
La famille ey = |0 | ,ea=|1]|,e3= (O engendre R? et est libre.
0

1 0 0 T
0 1 0 D)
3) (a) Tout vecteur de R™ s’écrit 2 | 0| 4+ 25 [0 +... 42, | 0| = | 3
0 0 1 Tn
1 0 0 0
0 1 0 0
(b) Léquation oy | 0| 4+ay [0 |4+.. .+, | O] = [ O] possede pour matrice
0 0 1 0
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2.10

2.11

augmentée la matrice échelonnée réduite

cocoo —mM8M
[ IR e R
o o R o
— oo o
oo oo o

1 0
0 1

La famillee; = [0] ,ea = |0 ,... e, = engendre R" et est libre.
0 0 1

Elle constitue la base canonique de R".

1

Exemple 2.8 La famille v, = (2

) , Vg = (;) forme-t-elle une base de R??

Cherchons a exprimer un vecteur quelconque v = de R? comme combi-
Y

naison linéaire de vy et vo. Cherchons donc des coefficients « et 3 tels que :

avy + fvg =0 — Oé(%)‘i‘ﬂ(;)):(i)

Si l'on écrit la matrice augmentée de ce systeme, il s’agit de résoudre :

1 1|2 Ly =+ Ly — 214 11 x Li =+ Li—L 1 0 3z—y
2 3|y — 0 1|—2z+y — 0 1] -2z+y

Avoir trouvé au moins une solution signifie que la famille est génératrice.

Avoir trouvé seulement une solution signifie que la famille est libre.

On conclut que la famille vq, vo constitue bien une base de R2.

Les familles suivantes forment-elles une base de R3 ?

1 1 0 1 —1 1
1)’01: 1 , Vg = 0 , Vg = 1 2)’!]1: -1 , Vg = 5 , Vg = -3
0 1 1 3 1 1

Remarque : l'exercice 2.4 1) et 'exemple 2.5 raccourcissent grandement la question 1).

3 0 0 1
Montrer que la famille v; = g , Vg = _11 , Vg = __182 , Vg = _01
—6 0 —4 2

est une base de R*.
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Dimension

Les exemples 2.7 et 2.8, ainsi que les exercices 2.10 et 2.11, illustrent abon-
damment le fait qu'un méme espace peut avoir bien des bases différentes.

Théoreme 2.1 Toutes les bases d’'un méme espace contiennent le méme nombre
de vecteurs, que l’'on appelle sa dimension.

Preuve : Soient % = (v1,va,...,Um) et Bo = (w1, w2, ..., w,) deux bases d'un méme
espace. Il s’agit de prouver que m = n, ce que nous allons faire en montrant qu’il est
impossible que m < n ou que m > n.

Supposons que m < n.

Nous allons montrer que cela entraine que la famille %5 est liée. Pour cela, considérons une
combinaison linéaire telle que :

61w1+,6’2w2+...+6nwn:0 (1)
Puisque %, est une base, nous pouvons écrire chacun des vecteurs w1, wa, ..., w, comme
une combinaison linéaire des vecteurs v1,va, ...,V :
wp = Q11V1 + Q122 + ... + Q1.mUm
w2 = Q21V1 + Q22V2 + ... + Q2.;,Um
(2)
Wp = Qup1V1 + Qur2UV2 + ... + QpmUm

En substituant les équations (2) dans ’équation (1), on obtient :
b1 (a11v14. . 401 ,m Um)+ 02 (a21 V1t . . 402.m Um )+ . 400 (A1 V14 . -0 m Um) =0
En réordonnant les termes, nous arrivons a ceci :

(i fr+agife+...+anifn)vi+(a12b1+ae2fo+ ...+ an2Bn)ve
+...+ (al,mﬂl +a2,mﬁ2+~-~+an,m5n)vm =0

Comme la famille vy, vs, ..., v, est libre, chaque parenthése doit étre nulle :

a1+ agi B+ ...+ anifBn=0
a12f1 + age B+ ...+ an2fBn =0

a1m B + azm o + ...+ apm fBn =0

On obtient ainsi un systéme de m équations a n inconnues (1, ..., By.

Si m < n, il y aura au moins une variable libre, c’est-a-dire une infinité de solutions a
Péquation (1). On a ainsi montré que ’hypothése m < n entraine la conclusion absurde que
la famille %5 est liée.

Supposons que m > n.

Un raisonnement similaire, ot 'on intervertit le réle des bases %1 et %o, conduit a la
contradiction que la famille %, est liée.

La seule possibilité est par conséquent que m = n, ce qui prouve la proposition.

Exemple 2.9 Vu l'exemple 2.7, dim(R?) = 2, dim(R?) = 3 et dim(R") = n.
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2.12 Expliquer pourquoi les familles suivantes ne peuvent pas former une base.

(o ) )

1 1 0
2) V1 = 1 , Vg = 1 , Vg = 0
1 0 0
1 1 -1 2
3) 1 1 12 ]2
Ul - 1 ) IU2 - 0 ) U3 _3 ) U4 2
1 -1 4 2
1 1 3 2
2 5 2 9
4) V1 = 3 , Vg = 0 , Vg = -5 , Vg = 2
4 2 4 7
5 4 -9 7
2.13 Les familles suivantes forment-elles une base de R??
1 2 1 4 6
1) V1 = 2 , Vg = —1 2)’1]1: 2 , Vg = 5 , Vg = 9
3 5 3 6 12
1 4 7 10
3) V1 = 2 , Vg = 5) , Vg = 8 , Vg4 = 11
3 6 9 12
1 1 1
2.14 Pour quelle valeur de k la famille vy = | 1| ,v2 =] 0 | ,v3= | —1]| forme-
2 -1 k
t-elle une base de R3?
Réponses
2.1 1)oui:v=—-5v; +3vq 2) non
3) non 4) oui:v=3v; — vy
2.2 1)oui:v=2vs+vs 2) oui : v =1 + vy + V3

() ()0 i) )-0)
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1 1 0
2.4 1)90—_y+z 0 —l—Lg_Z 1 —i—% 1] =
1

IS

1 1
2) f5x+273173z 1 + x732!+z 9 + 3$*gg+z

0 3

2
1 0 (
2
1

1

NI

2.5 1) Droite, dans le plan R?, d’équation 2z +y = 0.

Droite, dans le plan R?, d’équation —4x + 3y = 0.

Plan, dans 'espace R?, d’équation = +y + z = 0.

-3z + 2y =0

)
)
3) Plan, dans I'espace R?, d’équation 22 —y + 42 = 0.
)
) 2z +2z2=0"

Droite, dans I'espace R3, d’équations {

—17[L‘1+9£L’2+7CL’3 =0

) 4 g :
6) Plan, dans l'espace R*, d’équations { 172, — 2 S Ta, =0

2.6 1) liée : 4v; —3va+v3=0 2) libre
3) liée : 13v; —6vg —45v3+37Tvy =0

2.7 1) libre 2) libre

3) liée:v1+v2—v3+v4:0

2 —1 4 2 -1 -8
2.8 101 +3] 2 |=|6] e —[0]+6[2|=][12
2 0 7 2 0 —2

Chaque paire de vecteurs engendre le plan d’équation 2z +y — 22z = 0.

2.9 1)m=2 2)m=1oum=6

2.10 1) oui 2) non, car —vy + v +2v3 =0

2.12 1) Toute base de R? doit contenir 2 vecteurs. La famille vq,v2,v3 est donc
liée.

2) La famille est évidemment liée : 0vq + 0vy + 1vg = 0.
Pour cette raison, une base ne peut jamais contenir le vecteur nul.

3) La famille est linéairement dépendante, vu que vy = 2 v;.

4) Toute base de R’ doit contenir 5 vecteurs. La famille n’est pas génératrice.

2.13 1) La famille ne saurait étre génératrice, il n’y a pas assez de vecteurs.
2) La famille est liée : 2v; + vy — v3 = 0.

3) La famille est nécessairement liée : il y a trop de vecteurs.

2.14 k+#—4
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