
2.10 1) Cherchons à exprimer un vecteur quelconque v =







x

y

z





 de R
3 comme com-

binaison linéaire des vecteurs v1,v2,v3. En d’autres termes, cherchons des
coefficients α1, α2, α3 tels que :

α1 v1 + α2 v2 + α3 v3 = v ⇐⇒ α1
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1
0
1
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 =







x

y

z













1 1 0 x

1 0 1 y

0 1 1 z







L2 → L2 − L1

=⇒







1 1 0 x

0 −1 1 −x + y

0 1 1 z







L3 → L3 + L2

=⇒







1 1 0 x

0 −1 1 −x + y

0 0 2 −x + y + z







L2 → −2L2 + L3

=⇒







1 1 0 x

0 2 0 x − y + z

0 0 2 −x + y + z







L1 → 2L1 − L2

=⇒







2 0 0 x + y − z

0 2 0 x − y + z

0 0 2 −x + y + z







L1 → 1/2 L1

L2 → 1/2 L2

L3 → 1/2 L3

=⇒









1 0 0 x+y−z
2

0 1 0 x−y+z
2

0 0 1 −x+y+z
2









Avoir trouvé au moins une solution signifie que la famille est génératrice.

Avoir trouvé seulement une solution signifie que la famille est libre.

On conclut que la famille v1,v2,v3 constitue bien une base de R
3.

2) Cherchons à exprimer un vecteur quelconque v =







x

y

z





 de R
3 comme com-

binaison linéaire des vecteurs v1,v2,v3. En d’autres termes, cherchons des
coefficients α1, α2, α3 tels que :

α1 v1 + α2 v2 + α3 v3 = v ⇐⇒ α1
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−1
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 + α3







1
−3
1





 =







x

y

z













1 −1 1 x

−1 5 −3 y

3 1 1 z







L2 → L2 + L1

L3 → L3 − 3L1

=⇒







1 −1 1 x

0 4 −2 x + y

0 4 −2 −3 x + z







L3 → L3 − L2

=⇒







1 −1 1 x

0 4 −2 x + y

0 0 0 −4 x − y + z







L1 → 4L1 + L2

=⇒







4 0 2 5 x + y

0 4 −2 x + y

0 0 0 −4 x − y + z







L1 → 1/4L1

L2 → 1/4L2

=⇒









1 0 1

2

5 x+y
4

0 1 −
1

2

x+y
4

0 0 0 −4 x − y + z









La famille v1,v2,v3 n’est pas génératrice : au lieu d’engendrer la totalité
de R

3, elle n’engendre que le plan d’équation −4 x − y + z = 0.

Familles génératrices, Familles libres & Bases 2.10 : corrigé



La famille v1,v2,v3 est liée : pour autant que la condition −4 x−y + z = 0
soit satisfaite, il existe une infinité de solutions :














α1 = 5 x+y
4

−
1

2
α

α2 = x+y
4

+ 1

2
α

α3 = α

où α ∈ R

En particulier, avec x = y = z = 0 et α = 2, on obtient :

−v1 + v2 + 2 v3 = 0

Familles génératrices, Familles libres & Bases 2.10 : corrigé


