4.1

4.2

Opérations sur les matrices

On dit d’'une matrice ayant m lignes et n colonnes qu’elle est de type m x n.

Exemple 4.1 La matrice est de type 4 x 2 : 4 lignes, 2 colonnes.

N Ot 0 W
— O O N

La matrice (1

2 3 4 )
56 7 8) est de type 2 x 4 : 2 lignes, 4 colonnes.

Addition de matrices

L’addition des matrices généralise I’addition des vecteurs.

4 0 5 1 21 441 04+2 5+1 5 2 6
Hxemple 4.2 (1 3 2)*(3 5 7) - <1+3 345 2+7> - (4 8 9)
L’addition de deux matrices, qui doivent étre du méme type m X n, donne

également une matrice de type m x n, obtenue en additionnant les coefficients
correspondants.

Multiplication par un scalaire

La multiplication d’une matrice par un scalaire généralise aussi la multiplica-
tion d’un vecteur par un scalaire.

4 0 5 7-4 7-0 7-5 28 0 35
Hxemple 4.3 7(1 3 2) N <7-1 73 7-2) _<7 21 14)
Multiplier par un scalaire une matrice consiste a multiplier par ce scalaire
chacun de ses coefficients.

. . 1 2 6 —1 -1
Soient les matrices A = (3 _1>, B= (5 3 > et C= ( 1 )

Lorsque c’est possible, calculer :
1)A+B 2)B+A 3) B+B+B 4) 3B
5)3A+2B 6) A+C 7)C+B 8)0A

2 9 6

1 -1 7 2 =6
Considérons les matrices A = ( ) etB=14 0

Lorsque c’est possible, calculer :
1)A-A 2)3A-2A 3)A—B 4)
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L’addition matricielle et la multiplication par un scalaire satisfont les proprié-
tés suivantes, dont la vérification est facile mais fastidieuse :

1)(a) (A+B)+C=A+(B+C) 2)(a) a(BA)=(af)A
(b)) A+0=0+A=A (b) (a+B)A=aA+ A
(c) A+ (-A) = (c) a(A+B)=aA+aB
(d) A+B=B+A (d) TA=A

Multiplication de matrices

La multiplication des matrices est moins immédiate. Elle se présente comme
I'opération matricielle correspondant a la composition d’applications linéaires.

Exemple 4.4 Soient f et g deux applications linéaires associées, relativement

a la base canonique, aux matrices A = <(1) i) et B= <(1) _01>

Comme (f o g)(v) = f(g('v)) = A g(v) = ABw, on va définir le produit des
matrices A B, pour qu’il donne la matrice associée a I’application linéaire fog.

fog
e
/—\ //—\
2 )\chz R 1(62)\ \g f(q(elz)) /{\\q v P
Y JERR

(fog) @) = (fog)wei+yes) = f(glrer +yer))
= f(zg(er) +ygles)) =z f(gler)) + v f(g(e2))

Rappelons que f(v) = Av et que g(e1), g(ez2) sont les colonnes de B :

b))l ) ()

ligne 1 colonne 1 ligne 1 colonne 2
de A de B de A de B
(10411 1 (-1)+1-0) (1 -1
_x<0~0+1-1> +y(o~(-1)+1.o AT ARAN'
TR el el

- 2)C)

f(g(er)) f(g(e2))

Opérations sur les matrices 4.2



Dans la pratique, voici comment procéder pour calculer le produit A B :

- 11 0 -1 1 =*
ligne 1 _ . . —
colonne 1 < 0 1 ) < 1 0 ) o ( * % ) 1-0+1-1 1

- 11 0 —1 1 -1

ligne 1 — . = . = |—
colonne 2 ( 01 > ( 1 0 ) N < * * > I 1 + 1 0 1

fone ¢ 11 0 —1 1 -1

ligne 2 — . . =
colonne 1 ( 01 > < 1 0 ) N < 1 * > 0 0 + 1 L :

B 11 0 —1 1 —1

ligne 2 — . = . =
colonne 2 < 0 1 ) < 1 0 ) ( 1 0 ) 0 1 + 1 0 0

Insistons sur le fait que le produit matriciel n’est pas commutatif, c¢’est-a-dire
A B # BA, car la composition des fonctions ne ’est pas non plus : fog # go f.

golf
5
- T
2 A &,
v S

Calculons le produit B A avec la méthode ci-dessus :
0 —1 11\ (0 = 0 —1 11y (0 -1
1 0 0 1) * % 1 0 01/ \x =«
0 —1 11\ (0 -1 0 —1 11\ (0 -1
1 0 0 1) 1 =« 1 0 o1) (1 1

OnatrouvéqueABz( 1 _01 ,maisqueBAz(? _11>
—~ ~~ —~ ~~
flg(e1)) f(g(e2)) g(f(e1)) g(f(e2))
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Généralisons la démarche précédente, en considérant la composition f o g des
applications linéaires f et g dont les matrices, relativement a la base canonique,
sont désignées par A et B.

fog

_— T
R" i> RP i> R™
Rappelons que la matrice d’une application linéaire a pour nombre de colonnes

la dimension de I'espace de départ, et pour nombre de lignes la dimension de
I’espace d’arrivée. Voila qui détermine clairement le type de chaque matrice :

A B = AB
m X p pXn m X n
L |
égaux
taille de AB

On obtient le coefficient du produit A B de la ligne 7 et de la colonne j en
multipliant la ligne ¢ de A par la colonne j de B.

Exemple 4.5 Calculer, si possible, le produit A B avec

2 -1 6 -3 ;1 _16
A=|-5 3 -8 0 et B=|g
0 —4 -7 9 i

Pour savoir si la multiplication est possible et quelle sera sa taille, on pose :

A B = AB
3 x4 4 x 2 3 X2

[P
égaux
taille de AB
La multiplication est ainsi possible et le résultat sera de type 3 x 2.

Il ne reste plus qu’a calculer, I'un apres 'autre, chaque coefficient :

2 -1 6 -3 ‘;_16 19 =« 2 -1 6 -3 ‘;_16 19 —16
-5 3 -8 0 3 0 | = = » -5 3 -8 0 3 9 |=| * =
0 —4 -7 9 o x* 0 -4 -7 9 i %
2 16 3\ (27 19 —16 2 16 3\ (27 19 —16
-5 3 —8 0 3 9 |=| —28 = -5 3 -8 0 3 9 |=| -2 17
0 —4 -7 9 o * * 0 —4 -7 9 - -
2 -1 6 -3 ‘;_16 19 -16 2 -1 6 -3 ‘71_16 19 -16
-5 3 -8 0 B = -23 17 -5 3 -8 0 3 9 =| —23 17
0 —4 -7 9 i - —49 % 0 —4 -7 9 o IE —49 27

On constate, une nouvelle fois, que la multiplication matricielle n’est pas com-
mutative, si 'on tente de calculer le produit B A :

B A = BA
1% 2 3 x4
L

différents

La multiplication B A est par conséquent impossible.
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En revanche, la multiplication matricielle est associative :
(AB)C=A(BC)

car la composition des fonctions est aussi associative : (fog)oh = fo(goh).

4.3 Calculer, quand cela est possible, les produits AB et B A suivants :

'UA—G 3 B—G‘%g 2)A=(123) B

2 0 —3 030
3)A=|0 0 0|B=[50 7|4)A=
—2 0 3 020

1 23 2 3 2 111
4.4 On donne les matricesA=| 2 1 1|,B=]10 1 2]etC=]0 1 1}[.
-1 1 2 -1 4 1 00 1

I
-~
S Ot i~
-

Calculer :

1) AB 2) AC 3) AB+AC
4)B+C 5) A(B+C) 6) A+B

7) A? 8) B2 9) A2+ 2AB + B?
10) (A + B)? 11) A? — B? 12) (A+B) (A - B)

4.5 Expliquer pourquoi (A+B)? # A?+2AB+B? et A2—B?# (A+B) (A—B).

Matrice identité

4.6 Effectuer les multiplications de matrices suivantes :
2 3 6\/1 00
1) (g g) (é ?) 2) (g ;) (é ?) 3114 5|01 0
09 7/\0 01

Que remarque-t-on ?

La matrice identité I est telle que AT = A pour toute matrice A.

Elle correspond a l'application linéaire identité f(v) = v qui laisse inchangé
n’importe quel vecteur. Des lors, sa matrice est tres facile a déterminer :

(a) Dans R? ona f(e;) = e; = <(l)> et fez) = eq = (?), d’ot :

Opérations sur les matrices 4.5



(b) Dans R3, f(e1) =e1 = [0 ], fle2) =ea=|1] et f(ez) =es= |0

100

=0 10

0 0 1

(c) Dans R™, on a f(ey) = ey, f(e2) = ea, ..., f(en) = ey, si bien que :
1 0 . 0
01 . 0
I, = .

0 0 1

Exemple 4.6 Quelle est la matrice, relativement & la base canonique, as-
sociée a la transformation du plan qui opere d’abord une rotation autour de
Iorigine de 90°, puis effectue une symétrie par rapport a ’axe horizontal Ox ?

(

s(r(ez))

(Ta)i)s

La rotation r et la symétrie s sont respectivement associées aux matrices

0 -1 1 0
Rz(l O) et Sz(o _1>.

On cherche a déterminer la matrice SR de la composition sor :
1 0 0 -1 0 -1
SR:(O —1><1 o>:<—1 0)

4.7 Déterminer la matrice, relativement a la base canonique, associée aux compo-
sitions suivantes de transformations du plan :

1) symétrie d’axe y = z, suivie par une projection sur I'axe Oy ;

2) rotation de 60°, suivie par une symétrie d’axe Ox, puis encore une homo-
thétie de rapport 2.
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4.8

4.9

. 2 -3\ . (8 4 (5 =2
Soient A = (_4 6>’B_ (5 5) et C = <3 1 )
1) Vérifier que AB = AC.
2) Pourquoi ne peut-on pas simplifier par A cette égalité (B # C) 7

Déterminant

Le déterminant d’une matrice carrée A de type 2 x 2 est défini par

U1 Wy
V2 W2

det(A) =

= V1 W2 — Vg W1

; . v w1 , .
Le déterminant ’v w ’ correspond géométriquement Ni
2 Wa -

a l'aire orientée du parallélogramme engendré par les

vecteurs v = <U1> et w = <w1>' AR i’“
(%] Wa <)

En effet, 'aire du parallélogramme vaut :

(v +wy) (v +wy) =2 vywy — 2 - —2. = V] Wy — Uy Wy

+v1 w2+v2 wi+

Calculer les déterminants suivants :
3 5 5 =2 3 6
vy 2% 7 b

Le déterminant d’une matrice carrée de type 3 x 3

orienté du parallélépipede engendré par les vec-
Uy 0N w1

s'interprete géométriquement comme le volume .‘
N

teursu = |us |, v=[|v2 | et w=|wy|. 2
us U3 w3

Le déterminant d’une matrice carrée A de type 3 x 3 se définit par

11 Q12 413

det(A) =las1 @z ass| =ais Q22 QG23| 7 Q12 0413 + a, Q12 0413
asz2 as33 az2 a3 Q22 A3

az1 az2 Aa33

Exemple 4.7 Illustrons comment s’applique cette définition :

3 2 -1 ] 2 —1 2 —1

5 7 4|1=3 7 4|—5F + 2 7 4

2 6 1 6 1 6 1
LT 4 12 —1 2 -1
=6 1|_°6 1 +2{7 4|
=3-(-17)—-5-8+2-15=—61
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4.10

On dit que le déterminant a été développé sur la pre-
miere colonne : on a écrit les coefficients de cette co- + - + -
lonne (3, 5 et 2), multipliés par les déterminants 2 x 2
obtenus en supprimant la ligne et la colonne ou ils
apparaissent.

On notera encore que les coefficients doivent étre mul-
tipliés en alternance par +1, selon le modele ci-contre.

Il est en réalité possible de développer un déterminant sur n’importe quelle co-
lonne. Recalculons ce déterminant, en le développant sur la deuxieme colonne.

39 1 : 32 —1 |32 —1
5 7 4|=-2[5 4] +7 _ 65 4
2 6 1 9 1 9 1 '
54 I3 —1] 3 -1
— —) — 6
“lo J+72 1‘ b% 4‘

— 2. (=3)4+7-5—6-17 = —61

Mieux encore, il est aussi possible de développer un déterminant sur n’importe
quelle ligne. Refaisons le calcul en développant sur la troisieme ligne :

3 2 -1 2 -1 3 —1 3 2 1
5 7 4]|=2 7T 4|1-615 4—1—1571
2 6 1 ! > 46—+ | 26—
2 -1 3 —1 3 2
=2 4‘_6% 4’*1& 4
=2-15—-6-17+1-11 = —61
-1 2 =2
On donne la matrice A= | 3 1 1 |. Calculer det(A) en développant :
2 -1 2
1) sur la deuxiéme ligne; 2) sur la troisiéme colonne.

Le déterminant d’une matrice carrée de type n xn se calcule en généralisant la
méthode utilisée pour une matrice 3 x 3 : il s’agit de calculer n déterminants de
taille (n — 1) x (n — 1), en développant sur n’importe quelle ligne ou n’importe
quelle colonne.

1 2 -1 1
Exemple 4.8 Calculons det(A) = _31 _01 i _12 .
2 0 -1 2

Puisque le choix de la colonne ou de la ligne sur laquelle développer nous
appartient, autant se simplifier la tdche en choisissant la ou il y a le plus de
coefficients nuls : c¢’est manifestement la deuxieme colonne.

On aura ainsi seulement deux — au lieu de quatre — déterminants 3 x 3 a
calculer :
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4.11

4.12

—1 2 =2/ 1 -1 1 -1 1
det(A)=-2{3 1 1|+0[3 1l-(-1)|-1 2 —2/+0|-1
2 —1 2 ~1 2 2 —-1 2

Terminer le calcul de ce déterminant.

Calculer le déterminant suivant, en choisissant judicieusement la colonne ou la
ligne sur laquelle développer :

2 =310 4
0 3 25 7
0 0 16 0
0 0 05 2
0 0 00 -1

L’exercice 4.12 permet de réaliser que le déterminant d’'une matrice triangulaire
est simplement égal au produit de tous les coefficients de sa diagonale.

Le probleme avec la méthode utilisée jusqu’ici est qu’il faudrait, pour obtenir
le déterminant d’une matrice 5 x 5 quelconque, procéder au calcul de 5-4-3 =
60 déterminants de taille 2 x 2. Que c’est fastidieux!

La méthode la plus efficace pour calculer un déterminant consiste a échelonner.

Il faut néanmoins étudier les propriétés du déterminant, car certaines opéra-
tions affectent son résultat. On comprendra aisément ces propriétés en exami-
nant comment une modification du déterminant affecte I'aire d’un parallélo-
gramme ou le volume d'un parallélépipede.

Propriétés du déterminant

Si on multiplie tous les éléments d’une colonne par un nombre «, le déterminant
est aussi multiplié par «.

Multiplier l'un des vec-
teurs par « signifie multi-
oV plier I'une des dimensions
du parallélogramme ou du
parallélépipede par a.

Cela a pour effet de multi-
parallélogramme ou le vo-

lume du parallélépipede.
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Si on échange deux colonnes, le déterminant change de signe.

Pour donner un sens géométrique a cette propriété, il convient de comprendre
comment une aire ou un volume peuvent étre négatifs. En d’autres termes, il
s’agit d’expliquer la notion d’aire orientée ou de volume orienté.

Dans le plan, numérotons 0 I'origine, 1 'extrémité du vecteur v, et 2 celle du
vecteur w. L’aire du parallélogramme engendré par v et w est positive si 'on
parcourt les sommets 0, 1 et 2 dans le sens contraire des aiguilles d'une montre,
négative dans le cas contraire.

0 0

Dans l'espace, pointons I'index dans la direction du vecteur u, le majeur dans
la direction du vecteur v et le pouce dans la direction du vecteur w. S’il faut,
pour parvenir a réaliser cette opération, utiliser notre main droite, le volume
est positif, tandis qu’il est négatif si I’on doit recourir a notre main gauche.

Nous sommes a présent en mesure d’expliquer cette propriété.

Echanger deux vecteurs revient a opérer une symétrie par rapport a la diago-
nale du parallélogramme qu’ils engendrent. Or une symétrie renverse 1’orien-
tation : dans un miroir, votre main droite apparait comme votre main gauche.

Ajouter n’importe quel multiple d’une colonne a une autre colonne ne change
pas le déterminant.

L’ajout d’'un multiple quelconque d’une colonne a une autre ne modifie ni la
base ni la hauteur du parallélogramme ou du parallélépipede, si bien que son
aire ou son volume demeurent inchangés.
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4.13

4.14

Toutes les propriétés valables pour les colonnes d'un déterminant s’appliquent

également a ses lignes :

— si on multiplie tous les éléments d’une ligne par un nombre «, le déterminant

est aussi multiplié par o ;

— si on échange deux lignes, le déterminant change de signe;

— ajouter n’importe quel multiple d’une ligne a une autre ligne ne change pas

le déterminant.

Exemple 4.9 Appliquons ces propriétés pour calculer par échelonnement le

déterminant de l'exemple 4.8.

1 2 -1 1 2
-1 0 2 -9 CliCQ 0
3 -1 1 1 R . |
2 0 -1 2 0
2 1 -1 1
Ls — 2L3 + Ly ]0 —1 2 -2
- 210 7 1 3
0 2 -1 2
Ls — Lg 4+ 7Lo 2 1 -1 1
Ly —» Ly +2Lo (0 -1 2 =2
- 210 0 15 —11
0 0 3 =2
2 1 -1 1
Li»Li—5Ls |0 —1 2 —2
- 20 0 3 -2/
0 0 0 -1

La modification Ly — 2 L3 +

—1 1 L’échange des colonnes 1 et 2
2 -9 change le signe du déterminant.
1 1 Pour éviter cette modification et

maintenir I’égalité, on change le

—1 2 signe devant le déterminant.

L, signifie deux opérations.

(a) Laligne L3 est multipliée par 2, ce qui multiplie aussi

par 2 le déterminant.

Pour prévenir cette modification et préserver I’égalité,
on ajoute le facteur l) devant le déterminant.
(b) On ajoute la ligne Li, ce qui n’affecte nullement le
déterminant.
2 1 -1 1
el 0 -1 2 =2
J— _'__
20 0 3 =2
0 0 15 -—-11

Le déterminant
d’une matrice
triangulaire
égale le produit
des coefficients
de sa diagonale.

Calculer les déterminants suivants par échelonnement.

1 2 3 2 0
)4 —2 3 2) 14 2
2 5 -1 5 3
3 2 —4 1 2
Hl1 0 —2 5) 3 2
-2 3 3 13

Calculer les déterminants suivants :

2 1 -5 1 2 1
1 -3 0 -6 1 6
1) 0 2 -1 2 2) 3 —1
1 4 =7 6 2 3

-1
2
-1
1

2 0 1
3)[3 2 -3
-1 -3 5
4 -3 2
6)5 9 -7
4 -1 4
1 -1 -1 1 0
-3 2 1 1 3
2 Do 11 2
~1 1 3 -1 2
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4.15

Calculer en commencant par ajouter a la premiere ligne toutes les autres lignes :

r—1 =3 1 r—1 2 3
1) 2 -1 xz-1 2) 2 -3 x-—2
-3 x+2 =2 -2 T -2

D’autres propriétés du déterminant

La méthode par échelonnement implique la propriété suivante.

Soit A une matrice de type n X n.
— Si A posséde n pivots, alors det(A) # 0.
— Si A posséde moins de n pivots, alors det(A) = 0.

La composition des applications donne une autre propriété du déterminant.

Si A et B sont deux matrices de type n x n, alors det(A B) = det(A) det(B).

En considérant les applications linéaires f(v) = Av et g(v) = Bwv, un schéma
permet de facilement comprendre cette propriété :

feog
multiplie Iaire/le

volume par det(A B)
n 9 n f n

multiplie I'aire/le
volume par det(B)

multiplie Iaire/le
volume par det(A)

L’application linéaire f o g, associée a la matrice A B, multiplie I'aire, ou le
volume, d’abord par det(B), puis par det(A). Donc det(A B) = det(B) det(A).

Alors qu’on ne peut pas commuter les matrices (AB # BA), on peut en
revanche commuter les nombres : det(B) det(A) = det(A) det(B).

Exemple 4.10 Soient f ((Z)) = (8 (1)> (i) la dilatation horizontale de

rapport a et g ((g)) = (é 2) (g) la dilatation verticale de rapport b.

Appliquons successivement ces transformations au cercle de rayon 1 centré a
I’origine.

fog

multiplie ’aire par

9

\

1
0

par

o SN . a
La composition f o g est associée a la matrice (

1 multiplie l'aire

0

b’:b

multiplie l'aire

a
0

par

0

1’:“

0
01

v
o

)

)

10\
0 b) "

a 0
0 b

L’aire de l'ellipse de demi-grand axe a et de demi-grand axe b vaut :

a 0
0 b

-aire du cercle = (ab—0-0) - (7-1%) =mab

)
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Soient f lapplication linéaire définie par f(v) = Av avec A =

-2 3
1 4> et

P le parallélogramme engendré par les vecteurs v = (%) et w = <_52>
f.

Calculer 'aire orientée de I'image de P par I'application linéaire

18 -3
3) (15 9)

7) impossible

3) impossible

4.16
Expliquer graphiquement pourquoi elle est négative.
N
=
AV
L f
Réponses
71 71
wo(l) ()
15 4 . .
5) (19 3> 6) impossible
0 00 1 -1 7
4.2 1 <O 0 0) 2) (2 9 6)
2 14 12
4.3 1) AB= < 48 14

)BA n’existe pas2) AB = (32)

0 (5 3
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00 0 0 00
3)AB=|0 0 0] BA=|—-4 0 6
00 0 0 00
100 100
NHAB=|0 1 0| BA=[0 10
00 1 01
~1 17 9 1 36 0 20 15
4.4 3 117 212 34 3|5 14 11
—4 6 2 —1 0 2 5 6 4
3 43 0 20 15 3 55
Hlo 23 5 5 14 11 6) | 2 2 3
~1 4 2 5 6 4 —2 5 3
2 7 11 2 17 12 2 53 41
13 6 9 8) -2 9 4 9) | 7 37 27
11 2 -3 5 7 ~12 18 13

0 —-10 -1 7 =18 3
11) |5 -3 5 12) |2 —-11 3
2 -4 =5 12 -7 —4

-2 15 14
0 0 1 -3
a7 ) (1 0) 2) (_ﬁ _1>
1 =7 . , . .

4.8 1) AB=AC= (_2 4> 2) La matrice A n’est pas inversible.
4.9 1) 2 2) 4 3)0 4) —2

2 =2 1 -2 -1 2
410 1) —3’_1 2‘ 1‘2 2’ 1‘2 _1’:—3-2+1-2—1-(—3)=—1

3 1 -1 2 -1 2

2) 2‘2 _1‘—1r2 _1‘+2‘3 1‘:—2-(—5)—1-(—3)+2-(—7):—1

4.11 3
4.12 —30
413 179 2) 24 3) -5 1) 8 5) 12 6) 178
414 1) 27 2) 0 3) 2
4.15 1) —(z—2)(2* +22 —12) 2) —(z—1)(x —4)(x+2)
4.16 —242
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