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(a) Méthode 1

α1 f(e1)+α2 f(e2)+α3 f(e3) = v ⇐⇒ α1
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0 0 0 x

0 0 0 y

1 0 0 z






L3 ↔ L1

=⇒






1 0 0 z

0 0 0 x

0 0 0 y






L’espace engendré par les vecteurs f(e1), f(e2), f(e3) est non l’espace

d’arrivée R3 tout entier, mais seulement la droite d’équations

{

x = 0
y = 0

.

C’est pourquoi l’application linéaire f n’est pas surjective.

Pour avoir une base de l’image, on résout le système d’équations

{

x = 0
y = 0

dont z est une variable libre :







x = 0
y = 0
z = α

= α






0
0
1




 où α ∈ R.

En résumé : Im(f) =







α






0
0
1




 : α ∈ R







: droite d’équations

{

x = 0
y = 0

.

(b) Méthode 2

On doit éliminer les vecteurs linéairement dépendants parmi

f(e1) =






0
0
1




 , f(e2) =






0
0
0




 , f(e3) =






0
0
0




.

À l’évidence, les vecteurs nuls f(e2) = 0 ·f(e1) et f(e3) = 0 ·f(e1) sont
redondants et peuvent être éliminés.
Par conséquent, le vecteur f(e1) forme une base de l’image :

Im(f) =







α






0
0
1




 : α ∈ R







Comme l’image de f est de dimension 1 < 3, elle ne recouvre pas la
totalité de l’espace d’arrivée R

3 : l’application linéaire f n’est pas sur-
jective.
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2) f

((

x

y

))

=






2 x

x − y

y




 =






2 0
1 −1
0 1
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y
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(a) Méthode 1

α1 f(e1) + α2 f(e2) = v ⇐⇒ α1






2
1
0




+ α2






0
−1
1




 =






x

y

z











2 0 x

1 −1 y

0 1 z




 =⇒






1 −1 y

0 1 z

2 0 x






L3 → L3 − 2L1

=⇒






1 −1 y

0 1 z

0 2 x − 2 y






L1 → L1 + L2

L3 → L3 − 2L2

=⇒






1 0 y + z

0 1 z

0 0 x − 2 y − 2 z






L’espace engendré par les vecteurs f(e1), f(e2) est non l’espace d’arri-
vée R

3 tout entier, mais seulement le plan d’équation x − 2 y − 2 z = 0.
C’est pourquoi l’application linéaire f n’est pas surjective.

Pour avoir une base de l’image, on résout le système d’équations{

x − 2 y − 2 z = 0 dont y et z sont des variables libres :






x = 2 α + 2 β

y = α

z = β

= α






2
1
0




+ β






2
0
1




 où α, β ∈ R.

Im(f) =







α






2
1
0




+ β






2
0
1




 : α, β ∈ R







: plan d’équation x−2 y−2 z = 0

(b) Méthode 2

À l’exercice 5.2 2), on a vu que la matrice A =






2 0
1 −1
0 1




 a pour ma-

trice échelonnée réduite R =






1 0
0 1
0 0




 : les vecteurs f(e1) et f(e2) sont

linéairement indépendants et constituent une base de l’image de f :

Im(f) =







α






2
1
0




+ β






0
−1
1




 : α, β ∈ R
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3) f
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z









 =

(

y − z

x − z

)

=

(

0 1 −1
1 0 −1
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(a) Méthode 1

α1 f(e1)+α2 f(e2)+α3 f(e3) = v ⇐⇒ α1

(

0
1

)

+α2

(

1
0

)

+α3

(

−1
−1

)

=

(

x

y

)

(

0 1 −1 x

1 0 −1 y

)
L2 ↔ L1

=⇒

(

1 0 −1 y

0 1 −1 x

)

Ce système admet une infinité de solutions, car la variable α3 est libre :






α1 = y + α

α2 = x + α

α3 = α

: (y + α)

(

0
1

)

+ (x + α)

(

1
0

)

+ α

(

−1
−1

)

=

(

x

y

)

où α ∈ R

Les vecteurs f(e1), f(e2), f(e3) engendrent la totalité de l’espace d’ar-
rivée R

2 : l’application linéaire f est surjective et Im(f) = R
2.

(b) Méthode 2

À l’exercice 5.2 3), on a vu que la matrice A =

(

0 1 −1
1 0 −1

)

a pour

matrice échelonnée réduite R =

(

1 0 −1
0
︸︷︷︸

r1

1
︸︷︷︸

r2

− 1
︸︷︷︸

r3

)

.

Les vecteurs colonnes r1, r2, r3 de la matrice R montrent immédiate-
ment que r3 = −r1 − r2, tandis que r1 et r2 sont linéairement indé-
pendants.

Les vecteurs colonnes f(e1), f(e2), f(e3) de la matrice A obéissent exac-
tement aux mêmes relations de dépendance linéaire :

f(e3) = −f(e1) − f(e2) : on a bien

(

−1
−1

)

= −

(

0
1

)

−

(

1
0

)

tandis que les vecteurs f(e1) et f(e2) sont linéairement indépendants.

L’image de f admet donc pour base f(e1) =

(

0
1

)

et f(e2) =

(

1
0

)

.

L’image de f est ainsi de même dimension 2 que l’espace d’arrivée R
2.

L’image est donc égale à l’espace d’arrivée tout entier : Im(f) = R
2, ce

qui signifie que l’application linéaire f est surjective.

Noyau, Image & Inverse 5.3 : corrigé


