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(a) Méthode 1

0 0 0 T
ay f(er)+as f(ex)+as f(es) =v <= a1 [0 |4+ [0|+as |0 = |y
1 0 0 z
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000y | ="1000a
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L’espace engendré par les vecteurs f(ey), f(e2), f(es) est non 'espace

. . . . , . =0
d’arrivée R? tout entier, mais seulement la droite d’équations y=0
C’est pourquoi I'application linéaire f n’est pas surjective.

Pour avoir une base de I'image, on résout le systéme d’équations
z =0 0
dont z est une variable libre : ¢ y = 0 =a |0| ou a € R.
Z =« 1
0 z =0
En résumé : Im(f) =<a [0 ]| : « € R} : droite d’équations { Y B 0
) =

(b) Méthode 2

On doit éliminer les vecteurs linéairement dépendants parmi

0 0 0
f(el): 0 7f(62): 0 ,f(e3): 0
1 0 0

A Tévidence, les vecteurs nuls f(ez) = 0- f(eq) et f(es) = 0- f(eq) sont
redondants et peuvent étre éliminés.
Par conséquent, le vecteur f(e;) forme une base de 'image :
0
Im(f)=<a|0]|:aeR
1

Comme l'image de f est de dimension 1 < 3, elle ne recouvre pas la
totalité de I'espace d’arrivée R? : I'application linéaire f n’est pas sur-
jective.
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(a) Méthode 1

2 0 x
ag fler)+asflex) =v <= o |l|4+a|-1]=]y
0 1 z
2 0|z 1 -1y Ls - Ls — 2L, 1 -1 Y
1 -1y = 0 1 |z == 0 1 z
0 1 |z 2 0|z 0 2 |xz—2y
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== 01 z
0 Ojlx—2y—2=2

L’espace engendré par les vecteurs f(ey), f(ez2) est non I'espace d’arri-
vée R? tout entier, mais seulement le plan d’équation v — 2y — 22z = 0.

C’est pourquoi I'application linéaire f n’est pas surjective.

Pour avoir une base de I'image, on résout le systeme d’équations
{SL’ — 2y — 22z =10 dont y et z sont des variables libres :

r=2a+ 24 2 2

Y= « =al|l|l+p|0] oua,feR.

z = B 0 1
2 2

Im(f)=qa|1|+p|0]|:a,p€R}:plan déquation z—2y—2z =0
0 1

(b) Méthode 2

2 0
A Dexercice 5.2 2), on a vu que la matrice A = [1 —1]| a pour ma-
0 1
10
trice échelonnée réduite R = |0 1] : les vecteurs f(e1) et f(ez) sont
00
linéairement indépendants et constituent une base de I'image de f :
2 0
Im(f)=<a|l|+5-1]:a,8€ER
0 1
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(a) Méthode 1
ay f(er)+as flex)+as fles) =v <= <(1)> + v (é) +as (:1) - (;)

01 ~1]a) Lol (10 1|y
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Ce systeme admet une infinité de solutions, car la variable a3 est libre :

a1:y+a . T
a=z+a:(y+a) <(1]>+(x+oz) <(1)>+a<_1> = (y) outa eR

3 = «

Les vecteurs f(e1), f(ez2), f(es) engendrent la totalité de I'espace d’ar-
rivée R? : 'application linéaire f est surjective et Im(f) = R2.

(b) Méthode 2

01 -1

A Texercice 5.2 3), on a vu que la matrice A = 10 _1> a pour

matrice échelonnée réduite R = ( 1 0 -1 )

0 1 -1
—~— =
1 r2 T3
Les vecteurs colonnes 71, 72,73 de la matrice R montrent immédiate-
ment que rg = —r; — 1o, tandis que ry et ry sont linéairement indé-

pendants.

Les vecteurs colonnes f(ey), f(ez), f(es) de la matrice A obéissent exac-
tement aux mémes relations de dépendance linéaire :

fles) = —f(e1) — f(ez2) : on a bien (:1) - <(1)> - <(1)>

tandis que les vecteurs f(ep) et f(ez) sont linéairement indépendants.

L’image de f admet donc pour base f(e;) = <(1)> et f(ez) = <(1)>

L’image de f est ainsi de méme dimension 2 que 'espace d’arrivée R2.
L’image est donc égale a I'espace d’arrivée tout entier : Im(f) = R?, ce
qui signifie que I'application linéaire f est surjective.
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