6 Changement de base & Diagonalisation

Jusqu’a présent, nous avons toujours considéré la matrice associée a une appli-
cation linéaire relativement a la base canonique. Mais une application linéaire
peut aussi étre représentée par une matrice relativement a n’importe quelle
autre base. La diagonalisation montrera l'intérét d'un tel changement.

Changement de base

Exemple 6.1 Considérons deux bases & = (e, ez) et ' = (¢, ¢),) de R2.
Représentons le méme vecteur v dans chacune de ces bases.

W=k =(0),

A

€1

Pour déterminer les composantes du vecteur v dans chacune de ces bases, il
faut 'exprimer comme combinaison linéaire des vecteurs de chacune d’elles :

02*161—'—462 V= +

o= (), o= (1),

Il s’agit bien évidemment de comprendre comment passer d’une base a l'autre.

Exprimons les vecteurs et de la base 4’ comme des
combinaisons linéaires des vecteurs e; et e, de la base & : LD
p 1 R
=2e;1+1ley = 1 et =—le;+1ley = 1
% i

Nous pouvons désormais expliciter le passage de la base %’ a la base & :

(o), =rarsa=1(0), = (V) =03 6L =),

2 —1
La matrice P = R dont les colonnes sont formées des vecteurs de la
base %' exprimés dans la base A, s’appelle la matrice de passage de la
base Z# a la base %'. C’est la matrice, relativement & la base %, associée

a l'application linéaire f: R? — R? qui envoie la base % sur la base %' :

fler) =€) et f(ex) =
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En désignant par V = (
respectivement dans les bases 2 et B’ , on a la formule :

) et V' = ( ) les composantes du vecteur v,
% B

V=pPV

Vu le théoreme 5.5 [(f) <= (11)], la matrice P est inversible, car les vecteurs
formés par ses colonnes constituent une base. En multipliant a gauche 1’égalité
précédente par P71, on obtient la formule pour passer des composantes V
d’un vecteur exprimées dans la base % aux composantes V' exprimées dans la

base %' :
V =PV
IMlustrons comment utiliser ces deux formules :

(a) Sile vecteur v a pour composantes ) dans la base %', quelles sont
%/

ses composantes dans la base A7

—_

(b) Sile vecteur w a pour composantes | .

) dans la base &4, quelles sont ses
Zi

&)

composantes dans la base %’ 7

[ W

VP lv

PV +V/

wv=rv=(} ) >ﬂ -(1)

(b) Pour appliquer la formule W' = P~! W _ il faut calculer I'inverse de P :

2 —1|1 0O\LivwL (1 1 |0 1 \L—=L-2L./1 1 |0 1
1 1lo1) = 2 -1/10 — 0 —3/1 -2
L; —»1/3L;
Li—=3Li+La (3 0 |1 1 Lo ——13Le (1 O é
= 0 —3|1 -2 0 1

W Wl

1
3

L1
W =P 1W = ( 3
3

W=
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6.1 On donne graphiquement deux bases Z = (e1,e3) et B = (¢, ¢)), ainsi que

deux vecteurs v et w.

1) Uniquement par voie graphique, déterminer :
(a) les composantes V et W des vecteurs v et w dans la base 4 ;

(b) les composantes V' et W’ des vecteurs v et w dans la base %#'.

2) Procédons a présent a la vérification par calcul.
(a) Déterminer la matrice de passage P de la base & a la base #'.

(b) Calculer les composantes V et W des vecteurs v et w dans la base % a
partir de leurs composantes V' et W’ dans la base %'

(¢) Réciproquement, calculer les composantes V' et W’ des vecteurs v et w
dans la base %’ a partir de leurs composantes V et W dans la base 4.

1 0 0
6.2 Soit Z=|(10]|,[1],[0] | la base canonique de R3.
0 0 1
3
Si le vecteur v a pour composantes | —5| dans la base Z, quelles sont ses
10/,
1 0 1
composantes dans la base 4’ = 1, 11],{0]]?
0 1 1
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Exemple 6.2 Soit f la symétrie orthogonale d’axe y = x, c’est-a-dire 1'ap-

plication linéaire f: R? — R? définie par f ((;)) = (y)

T

Soient les bases B = (e, €) = ((é) (?)) et B = (¢, ¢)) = ((f) <1l>>.

Pour déterminer la matrice A associée a 'application linéaire f relativement
a la base 4, il faut exprimer f(e;) et f(e3) dans la base B = (e, e3).

f(61)=f<<(1)>>:<(1)>=0<(1)>+1<(1)>=0e1+1e2 A:<0 1)
f(ez)=f<<(1))>=<(1)>=1((1)>+0<?):161+0e2 ]?1/) FO/)%

Pour déterminer la matrice A’ associée a I'application linéaire f relativement
a la base 4, il faut exprimer f(e) et f(e)) dans la base &' = (¢, ¢)).

was(()- G- ) (e
=)= ()00 ()"

2 —1
1 1
teurs de la base %’ exprimés dans la base %, sera a nouveau bien utile pour
comprendre comment passer de la matrice A a la matrice A’.

La matrice de passage P = , dont les colonnes sont formées des vec-

f
_—
V' = AV
B - B |V PV B—R | APV =P 1APV
Ve Ve
v 2
oL\ ) = (1)
’ 1
<2 ( 1/} i 2 B
B /P _ {2 b Vil :
Yo pv APV SN es) = (—1)
B
Y a
s 2
Ve Ve
7/ 7/
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6.3

Pour connaitre les colonnes de la matrice A’, on a besoin des composantes des
images des vecteurs de la base %’ dans la base A'.

A défaut de les obtenir directement, on peut le faire en trois étapes :

1) Exprimer les composantes des vecteurs ¢, et ¢, dans la base Z.

E0-0L =G0

2) Déterminer leurs images f(¢}) et f(e),) dans la base % grace a la matrice A
associée a l'application linéaire f relativement a la base .

= ),(0, -0, o= 0,00 -(),

3) Exprimer les composantes du résultat relativement & la base %'.

ren= (23 (0L-(0), o= () ()~ (),

Résumons ces trois étapes, de la derniere a la premiere :

(3 606 D0, =
-t 3 66 0L = e

On a ainsi établi la formule du changement de base :
P'AP = A’

Un simple calcul permet en effet de vérifier cette formule :
-1 11
2 —1 0 1\ /2 -1 3 3 1 1 1 0
-1 _ _ 3 3 _ A/
g AP_<1 1) (1 0><1 1>_<—% 3)(2 —1>_<1 —1>_A

On donne graphiquement deux bases Z = (e1,e3) et B = (e, €),), ainsi que
les images par une application linéaire f des vecteurs de la base Z.

£
Kh-
o)

t(e2)

Y

€1
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1) Déterminer graphiquement les composantes des vecteurs f(eq) et f(ez)
dans la base 4. En déduire la matrice A de I'application linéaire f relati-
vement a la base %.

2) (a) Comme ¢} = e; + ey, on a que f(e)) = f(er) + f(ea).
Représenter des lors le vecteur f(e).
(b) Faire de méme pour représenter graphiquement le vecteur f(e)).

(c) Déterminer graphiquement les composantes des vecteurs f(e)) et f(e)
dans la base %'. En déduire la matrice A’ de Iapplication linéaire f
relativement a la base %'

3) (a) Quelle est la matrice de passage P de la base Z a la base %' ?
(b) Sans calcul, quel résultat va donner P~'A P ?

(c) Effectuer le calcul et vérifier que 1'on obtient bien le résultat escompté.

4) Cet exercice illustre l'intérét du changement de base.

(a) Parvenez-vous a caractériser géométriquement I'application linéaire f &
partir de la matrice A ?

(b) Méme question a partir de la matrice A’.

6.4 Soit f: R® — R3 I'application linéaire dont la matrice, relativement a la base
2 3 1
canonique, est A= | 1 —2 0/[. Déterminer la matrice de f relativement a
-1 4 0
1 1 1
la base 1{,111,/(0
1 0 0

Exemple 6.3 Soit f: R® — R3 la symétrie orthogonale relativement au plan
d’équation = 4+ 2y — 3z = 0. Dans la base canonique, quelle est la matrice A
associée a f 7

z

X

Comme y et z sont des variables libres, ’équation x + 2y — 3z = 0 a pour

r=—-2a+30 -2 3
solutions : ¢ y = « =af| 1 |+8]|0
z = I6] 0 1
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6.5

6.6

Les images des vecteurs directeurs v; = I |, vy = [0]| et du vecteur
0 1
1
normal n = | 2 | duplan x + 2y — 32z = 0 sont évidentes :
-3

f(v1) =1 f(v2) = v2 f(n)=—n

Ce probleme est exactement celui que nous avons déja traité a I’exemple 3.10.
Nous allons ici le résoudre grace a un changement de base.

Dans la base &' = (v, v, 1), la matrice associée a f est évidente :
0
Al={0 1 0
0 0 —1
Multiplier la formule P~*A P = A’ par P & gauche et par P~! & droite donne :
A=PA'P!

Le probléme est déja résolu. Procédons aux calculs, en débutant par P! :

9 Ly ¢ Lo
-2 3 11100 LQng 1 0 21010 Ly o5 La 4200 — 3L
I 0 21010 — 0 1 =3|0 0 1 =
0 1 =3]0 01 -2 3 1|1 00
Ly — 14L; — 2L
10 2|01 0 L;:14L;+3L2 14 0 0|—-2 10 6
01 =3|0 0 1 — 0 14 03 6 5
00 14]1 2 -3 0O 0 14} 1 2 =3
Nous pouvons a présent déterminer la matrice A recherchée :
2 10 6 6 2 3
-2 3 1 1 0 O T4 o1 U O
A=|1 0 2]f0o1 0 o U oal=1-3% 2 2
0 1 =3/ \0 0 —1 1 2 _3 36 _2
14 1 14 7T 7

Les exercices 6.5 et 6.6 sont exactement les mémes que les exercices 3.11 et 3.12.
On les résoudra cette fois a I'aide d’un changement de base.

Déterminer la matrice, relativement a la base canonique, associée a la projec-

tion orthogonale sur le plan d’équation = +y + z = 0.

Déterminer la matrice, relativement a la base canonique, associée a la symétrie
orthogonale par rapport au plan d’équation 2z — 3y + z = 0.
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Diagonalisation

Exemple 6.4 Si I'on donne 'application linéaire f: R® — R3 définie par :

6 _2 3
x 7T 7 17\ [Z

_ 1 _2 3 s
lyvll=1-7 75 7 ||V
A 3 6 _2) \z

77T 7

comment peut-on savoir qu’il s’agit de la symétrie orthogonale par rapport au
plan x + 2y — 3z = 0, donnée a I'exemple 6.3 7

—2 3 1
Les vecteurs vy = | 1 |,vs=|0| et n=| 2 | ont une particularité :
0 1 -3
—2 7 -3 %\ /-2 —2 —2
0 3 6 _2 0 0 0
7 7 7
3 : -2 %\ /3 3 3
1 3 6 _2 1 1 1
7 7 7
1 7 7 3\ /1 -1 1
f(n)=f 2 = —% % g 2 |l =1-2l=-1| 2 | =—-1n
-3 3 6 _2 -3 3 -3
7 7 7

Les vecteurs vy, v, et n sont non nuls et vérifient la condition :
flv)=Av=A\v
On dit alors que v est un vecteur propre et que A est une valeur propre.

Il s’agit a présent de découvrir la méthode qui permet de trouver les valeurs
propres et les vecteurs propres. D’apres leur définition, on doit avoir :

Av= v = Av=XNlv <= Av-Alv=0 <<= (A-A)v=0
Puisqu’un vecteur propre v est non nul, le théoréme 5.5 [(¢) <= (g)] implique :

det(A — A1) =0

La résolution de cette équation, appelée équation caractéristique, fournit
les valeurs propres, qui permettront ensuite d’obtenir les vecteurs propres.

Appliquons ce procédé a notre exemple :

6 _\ 2 3 1—)N —2 3
7 7 T 0 5G40t 7 7
det(A—AT)=| -2 3 & |77UITTT N 8y ¢
3 6 2 6 2

58 2y 1—x & 21
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1 _2 3 L Io—1L 1 _2 3
3 ’ Z Li:Li’Li 5 ’ g
I=M1 z=x 32 = T(1-N0 Z-x ¢ |=
1 & 2 0 & —2-2
N B S CEIE SRR
% _5_ 0\~ 7 7 7°7) =

L= R A+ AN -5 == =) (1) === 1)’ (\+1)
(A-1) (\+1)

L’équation caractéristique —(A — 1)* (X + 1) = 0 donne deux valeurs propres :
A=1let A=—1.

Pour obtenir les vecteurs propres, il s’agit, pour chaque valeur propre A, de
résoudre ’équation (A — AI)v = 0.

1) Commengons avec la valeur propre A = 1.

2
7

A-A)v=0 <= - -1
3 6 _2_
7 7

~o W

T 0
yl=10
z 0

Résolvons ce systeme en échelonnant et réduisant sa matrice augmentée :

6 1 9 3 0 L1 4)7L1 L1 ~)7L1

6 _ _2 3 Lo — 7L Lo —Lg —2L

7 y 3 7 g L§:7L§ -1 =2 310 L§:L§+3Li
% g _% 10 3 6 —-9|0

1 2 =310 €T -2 3

00 010 NNenrésulte: [y | =a| 1 |+5|0| aveca, € R.

0O 0 0 0 z 0 1

L’ensemble des solutions (c’est le plan d’équation x+2y—3 z = 0) s’appelle
I’espace propre associé a la valeur propre A = 1 et se note E;.

2) Faisons de méme avec la valeur propre A = —1.
g —(=1) _% % x 0
(A-Av=0 <— —2 (-1 2 yl=10
3 6 2
7 [l G DV AR 0
Echelonnons et réduisons la matrice augmentée de ce systéme :
. ) 5 Li— 7L
(=D =7 7 0 Leo7le /33 —2 3]0
2 3 6 s 7 TLs
% g _% —(=1) |0 3 6 510
Ly — Lo — 13L Lo — 1/21L
L < —1/2Ly 1 =5 =30 L23_—>> L23 - 3L11 1 =5 =310 L23——>> 1//271L32
— 13 =2 3 1|0 — 0 63 42 |0
3 6 510 0 21 140
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6.7

6.8

e Ih—3L1+5L L1 — 1/3L 1 0 Lo
1 =5 =310 ig_}HL;fLQQ 3.0 1)0 LéjlﬁL; 5
0 3 210 — 03 2|0 — 01 210
0 3 210 0 0 0]0 00 00
x 1
On trouve : |y :—%a 2 | ouaeR.
z -3
Cette droite est l'espace propre E_; associé a la valeur propre A = —1.

Elle donne la direction de la symétrie, qui se trouve, ici, étre orthogonale
au plan de symétrie d’équation z + 2y — 32z = 0.

Lorsqu’il y a suffisasamment de vecteurs propres pour former une base, un chan-
gement dans cette base a pour effet de diagonaliser la matrice :

o3 INY(% -2 2\/2 3 1 10 0

- 2 3 6 : _

1 0 2 2 3 ¢ Lo 2]=]o1 o

0 1 -3 s 6 _2)\o 1 -3 00 —1
7 7 7

Remarque : l'ordre des vecteurs propres dans la matrice de passage n’a
aucune importance. Par contre, I'ordre des valeurs propres dans la matrice
diagonale doit correspondre exactement a celui des vecteurs propres dans la
matrice de passage.

Soit f: R? — R? I'application linéaire définie par f(v) = Avou A = <_21 411>

1) Quelle est I’équation caractéristique et quelles sont les valeurs propres de A 7
2) Déterminer les espaces propres de A correspondant aux valeurs propres.

3) Indiquer le changement de base qui permet d’obtenir une matrice diagonale.
Comparer le résultat avec celui de 'exercice 6.3 3) (c).

Soit f: R?® — R3 l'application linéaire définie par :

1 _2 2
X 3 3 3\ [X
|l 2 1 2
lvll=1-3 35 3||¥
z 2 2 1) \z
3 3 3

1)
2)
3) Indiquer le changement de base qui permet d’obtenir une matrice diagonale.
4)

Déterminer le polynéme caractéristique et les valeurs propres.

Déterminer ’espace propre associé a chaque valeur propre.

Quelle est la transformation géométrique opérée par ’application linéaire f 7
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6.9

6.10

Soit f: R3 — R? I'application linéaire définie par :

0 9 _3
X 19 19 19 X
_ 9 10 3
flly =1 19 19 19 Y
z _3 3 18 z
19 19 19

1
2
3
4

) Déterminer le polynéme caractéristique et les valeurs propres.

) Déterminer 1’espace propre associé a chaque valeur propre.

) Indiquer le changement de base qui permet d’obtenir une matrice diagonale.
)

Quelle est la transformation géométrique opérée par ’application linéaire f 7

Exemple 6.5 Toutes les matrices ne sont pas forcément diagonalisables.

Pour l'illustrer, considérons la matrice A = G _41>

Commencons par calculer son polyndéme caractéristique :
2—X -1
1 4 — )\
On obtient une seule valeur propre A = 3. Recherchons 'espace propre Ej :
— —L

Ly 1
2—-3 -1 10 N -1 —-110 Lo —>£>+L1 1 110
1 4—-310 1 110 0 0]0

1
il n’est pas possible de donner une base de R? formée de vecteurs propres :
c’est pourquoi la matrice A n’est pas diagonalisable.

det(A—AT) = = (2-2) (A=A —1-(=1) = A2—6A+9 = (A—3)2

Attendu que le seul espace propre Ez = {a ( > fa € ]R} est de dimension 1,

Pour chaque matrice, calculer son polynéme caractéristique, ses valeurs propres
et déterminer les espaces propres associés; préciser si elle est diagonalisable.

0 (5 ) (5 ) it

5 - 4 00 4 0 1

4)<7Q> 515 3 2 6)| 2 3 2

—2 0 2 ~1 0 2

2 4 3 1 0 2 g}ig
-4 -6 -3 8) |3 -1 3 9)

3 3 1 2 0 1 0031

000 2
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Puissance d’une matrice diagonalisable

Si v est un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre A, alors
v est aussi un vecteur propre de la matrice A™ associé a la valeur propre A" :

Av=)\v
AMv=A-Av=A-dv=)\-Av=)\-\v=)\v
A=A Av=A2 dv=X)-A2v=)-\ov=)Nv

Ato=A"1. Av=A"1. Ao=X - A"lo =X \"lo=)\v

4
Exemple 6.6 Soit la matrice A= | 5

o W O

0

2 |. On aimerait calculer AS.
-2 2
Le calcul A° = A-A-A-A-A risque d’étre long et fastidieux.
On sait, grace a 'exercice 6.10 5), que la matrice A est diagonalisable :

-1

10 0 4 00 10 0 400
3 -2 1 5 3 2 3 =2 1]1=10 20
-1 1 0 -2 0 2/ \—-1 1 0 0 0 3

Puisque la matrice A® admet les mémes vecteurs propres que la matrice A,
mais avec des valeurs propres élevées a la puissance 5, on aura :

10 oN'/4 oo0V/1 0 0 0 0
3 -2 1 5 32113 2 1]l=]0 29 0
—1 1 0 -2 0 2 -1 1 0 0 0 3°

Il ne reste plus qu’a calculer ce que vaut A® :
14 0 oY 10 0\ /¥ 0 0o\ /1 0 o0y

AS=15 3 2|=|3 -2 1 0 2° 0 3 =21
-2 0 2 -1 1 0 0 0 3/ \-1 1 0

1024 0 0 1 00 1024 0 0

=1 3072 —64 243 1 0 1] =1]2765 243 422
—-1024 32 0 -1 1 2 -992 0 32

6.11 On donne la matrice A = <4 :i)

5 ) . Calculer A0,

6.12 Soit A = (_74 1). Donner une formule pour A™.
2 0 1Y

6.13 Calculer [1 1 1
1 0 2
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Réponses

61 1) (a) V= GL W= (Dﬁ (b) V' = ( L W= ( >,7

2) (a) P = (i’ ;)

mv=rv=( (") =)
werw=(75)(7), = (1)

-1 2 1 o
3.1\ (8 5 735) (8
(c)V’:P—lvz< ) (>:<5 5)( =< )
12) \1), \-% 2 s 2%
-1 ,_ 2 1
3.1\ (7 5 T3
//v/: -1 /v: - 5 5
werne () (-0 9)
B 5 5
10 1\ /3 3 2 T2\ (3 6
6.2 110 5| =|-35 3 3 ||-5] =1
011 10/, —1 L J\10/, 9 )

6.3 1) fe) = (;L fle2) = G)j A= (21 i)z

o (G DE DG D-G07)-C 5)

4) (b) L’application linéaire f est la composition d’une homothétie de rap-
port 3 avec une symétrie d’axe ¢} et de direction

3 3 -1
6.4 AN=|—-4 -4 2
7T 6 1

6.5

W
|
W=

|
W= W=
| cono
|

W=
Wi
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3 6 2
77 7
6 2 3
6.6 2 A
_2 3 6
77 7
6.7 1) équation caractéristique : A2 —9 =0 valeurs propres : A =3 et A = —3
: B
2) E;:{Oé<l> 3OJER} EgI{Oé< 12> IOJER}
3) oo\ =1 4\ (1 =2\ (3 0
1 1 2 1/\1 1) \0 -3
6.8 1) polynome caractéristique : —(A — 1)2 (A + 1)
valeurs propres : A =1 et A = —1
—1 1 T
2) Ey=Xal 1 |+8|0|:a,feRy=S|y|eR:2+y—2=0
0 1 z
1
E i =<a| 1 |:aelR
-1
11 1N'(35 “3 3\ /11 1 10 0
311 0 1] [-2 & 2|1 0 1 |=(010
0 1 -1 2 2 1 0 1 -1 0 0 —1
3 3 3
4) symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation x +y — 2z =0
6.9 1) polyndme caractéristique : —\ (A — 1)?
valeurs propres : A =1¢et A =0
1 —1 T
Q) Ei=Rall|+8| 0 |:a,feR;=1|y|eR*:32—-3y+2=0
0 3 z
3
Eo=<a|-3|:aeR
1
-1 3\ (% i “is) [/l —1 3 100
3) |1 0 =3 = 2 A1 0 =3/=]010
0 3 1 _3 3 18 0 3 1 0 00
19 19 19
4) projection orthogonale sur le plan d’équation 3z —3y+2 =0

6.10 1) polyndme caractéristique : (A — 1)2 valeur propre : A =1
E, = {a <_11> fo € ]R} matrice non diagonalisable

2) polynome caractéristique : A> — 4\ + 7 aucune valeur propre
matrice non diagonalisable

3) polynome caractéristique : (4 — \)? valeur propre : A =4
E, =R? matrice diagonalisable : elle est déja diagonale
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4)

polyndme caractéristique : ( +5) valeurs propres: A = 9et A = —5

) (A+5)
Eg:{aG):aER} {a( ) aER}
1
) . : 1 2 7 -1\ (9 0
matrice diagonalisable : <l | > <7 2) (l | > = (0 _5>
(

polynéme caracterlsthue —A=4)A=-3)(A—2)
valeurs propres : A =4, A =3 et A =2
1 0 0
Ei=<a| 3 |:a€eR} Es=<all|l:aeR) Es=qa|l-2|:a€eR
—1 0 1
1 4 0 0 1 0 0 400
g;z rcﬁnmble _ 3 1 f2 5 3 2|3 1 —2]=[030
& 1001 202/ \-10 1 00 2
polynéme caractéristique : —(\ — 3)3 valeur propre : A = 3

0 1

polyndéme caractéristique : —()\

valeurs propres : A =1et A =
1 -1

Ei=<a]|-1]:aeR Eo=<al 1l |:aeR
1 0

matrice non diagonalisable

0 —1
Es=<al|ll|+6] 0 |:a,0€ ]R} matrice non diagonalisable
1)

(A +2)?

polyndme caractéristique : —(A + 1)* (X — 3)
valeurs propres : A= —1let A =3

0 -1 2
Eqs=qall|+8| 0 |:a,feR =¢al3|:aeR
0 1 2
matri 0 —1 2 1 0 2 0 —1 2 -1 0 0
dingonatisable || 0 2] (3 =L 3[[1 0 3]=]0 10
. o1 2/ \2 0 1)\0 1 2 0 0 3
polyndme caractéristique : (2 — X)? (1 — ) (3 — \)
valeurs propres A =1, A=2et A =3
—1 1 0
1 0 1
Ei =<« 0 ca€eR Ey = al, + 5 1 o, ER
0 0 1
E; = } matrice diagonalisable :
~11 Y2110 /11 0 1000
1 0 1 01 4 5 1 0 1 10 2 00
0 0 —1 0 031 0 0 —1 00 20
0 0 1 0 00 2 0 0 1 000
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0 -1 1\ /1 0 O
6.13 1 0 1 0 1" 0
0 1 1 0 o0 3"

3\ (3070
2] T \2046

J) =

—3069
—2045

2-5"—=3" ot — 3"

2-3"—=2.5" 2.3"—

3"4+1 0 3"—1
$13"—1 2 3"—1
3"—1 0 3"+1

571

)
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