4

4.1

Asymptotes

Avant de définir formellement les différents types d’asymptotes, découvrons-les
a partir du graphe d’une fonction f.

N\

A\

Graphiquement, une asymptote d’une fonction est une droite de laquelle se
rapproche indéfiniment son graphe.

Dans cet exemple, on constate que :
1) la droite z = 1 est une asymptote verticale;
2) la droite y = 2 est une asymptote horizontale (& gauche);

3) la droite y = 2 + 1 est une asymptote oblique (a droite).

Asymptote verticale

La droite d’équation x = a est une asymptote verticale de la fonction f si
lim f(z) = oo ou lim f(z) = cc.
r<a T>a

Déterminer, si elles existent, les équations des asymptotes verticales des fonc-
tions suivantes :

o oy ) 1) = 7

3) f<x):%xx_+63 4 f<x):x3+x2_—x5x+3
4z 2 v+ 2

5) flz) = (x3—3x2+2x> 6) flw) = m
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4.2

Asymptote horizontale
La droite d’équation y = h est une asymptote horizontale, respectivement

a gauche ou a droite, si lim f(z) =h ou lim f(x)=nh.
T——00 T—+00

Déterminer, si elles existent, les équations des asymptotes horizontales des
fonctions suivantes :

3 3r2—1
D f@)=T-—~ 2 f0) = 5T
423 4
3 () = 9 fla) =
_ 2
5 flo) = Yt 6) flr)=5- 1

Asymptote oblique

La droite d’équation y = mx + h est une asymptote oblique, respective-
ment a gauche ou a droite, si f(z) = mz + h+ d(z) avec lim §(z) = 0 ou
T—r—00

respectivement lim §(z) = 0.
T—>+00

Remarque : la division polynomiale permet d’obtenir facilement ’asymp-
tote oblique des fonctions rationnelles.

33 —222+8x—1
2+ 1 '

Considérons par exemple la fonction f(x) =

322 — 222 4+8x —1 | 22+1
—323 — 3z 3x—2
— 222 + 52— 1
2 x? + 2
5z +1

L’égalité fondamentale de la division

32° =22 +8x—1=(2"+1)Bx—2)+(Ba+1)

323 —22°+8zx—1 5r+1
impli = =3x—2
implique f(x) o r—2+ o
——
4(z)
) 1 )
Comme lim §(z) = lim Tl lim 2% = lim = = 0, la fonction f admet
T—00 z—s00 T2 + 1 r—00 T2 T—00 T

pour asymptote oblique la droite d’équation y = 3z — 2.
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4.3

4.4

4.5

4.6

Déterminer, si elles existent, les équations des asymptotes obliques des fonc-
tions suivantes :

1) f($)=5x—1+% 2) f(x):4x3—6§z+x—4
3 2 o 3

3) f(z) == +3xx+x+1 4) f(x):%

5) fla) = L 2TH2 ) ) =22

r+1

Prouver I’équivalence des affirmations suivantes :
1) la droite y = mz + h est une asymptote oblique de la fonction f;
2) lim J(z) =m et lim(f(z)—mz)=h.

r—00 I T—00

Déterminer les équations des asymptotes obliques des fonctions suivantes :

1) f(z) =v422+9 2) fl(x)=1++322+42
3) fla) =2 —+Va?2 -1 4) f(x) =2z —V422+2x+1

Position du graphe d’une fonction par rapport a son asymptote
horizontale ou oblique

L’égalité f(x) = max + h+ 0(z) implique 6(z) = f(x) — (mxz + h).

L’étude du signe de la fonction §(x) suffit ainsi pour connaitre la position du

graphe de f par rapport a 'asymptote oblique :

—si §(x) > 0, alors f(x) > max + h : le graphe de f se situe au-dessus de
I’asymptote oblique;

— sid(z) =0, alors f(x) = max+h : le graphe de f coupe 'asymptote oblique;

—si d(x) < 0, alors f(z) < mxz + h : le graphe de f se situe en-dessous de
I’asymptote oblique.

Une asymptote horizontale y = h n’est qu'un cas particulier d’asymptote
oblique avec m = 0; il suffit d’é¢tudier le signe de la fonction 6(z) = f(z) — h.

Déterminer toutes les asymptotes des fonctions suivantes ; étudier, s’il y a lieu,
la position du graphe de f par rapport a son asymptote horizontale ou oblique.

) ) = ) flr) =
3) fl) = T B e =

Analyse : asymptotes 4.3



) f) ="
22— 3
N ) =S
9) f(x)=—-1+ 21
x4+ 1
4.7 On considére les fonctions suivantes :
ﬁ@)=—2x+5+;%7
falx) = :U2f1
2z
fs(@) = =17
falz) = (x Ji 1)2
7
Jo(2) :1+x2—4

fll(x) =-2x+5+

2 +5

) Jw) =5

) )=

10) f(o) = 5+1+—
fQ(x)ZQ;l;il
filw) = ——
Jolz) = (:c+1)tx+10)
o) = 2045+ ——
fio(@) :Hx?:zl
fale) =

(x 4+ 1) (x + 10)

Déterminer, sans aucun calcul, parmi les fonctions proposées ci-dessus, laquelle
est caractérisée par les asymptotes suivantes :

1) z = —1 asymptote verticale, y = 0 asymptote horizontale
2) © = —10 et x = —1 asymtotes verticales, y = 2 asymptote horizontale
3) y = 2 asymptote horizontale
4) x = 7 asymptote verticale, y = 2 asymptote horizontale
5) © = —2 et x = 2 asymptotes verticales, y = 1 asymptote horizontale
6) = =5 asymptote verticale, y = —2z + 5 asymptote oblique
7) x = —1 asymptote verticale, y = 2 asymptote horizontale
8) y = 1 asymptote horizontale
9) x = —1 asymptote verticale, y = —2x + 5 asymptote oblique
10) = = 7 asymptote verticale, y = 0 asymptote horizontale
11) y = —2x + 5 asymptote oblique
12) x = —10 et = —1 asymptotes verticales, y = 0 asymptote horizontale
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4.8 On considére les fonctions suivantes :

1
file) =2 =1+ — falw) = =2+ ——
1 1
r)=x—— r)=x+—
f3(x) . fa(@) .
folw) = —a 41— — folr) =21 —
= —X _— ) =1 — J—
> r+1 0 x—2
Déterminer, parmi les graphes ci-dessous, lequel correspond a chacune de ces
fonctions.
1) Al V% 2) ; |
| Y
% #id
7 /
7 4
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A / \\\
/ / N
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5) N y 6) N A
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A \
/ \
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/// / \\\
/ l \
/ I "\
/ | \
4.9 Déterminer les coefficients a, b, ¢ et d de la fonction
ax—+b
pour que son graphe passe par le point A(2;0) et qu’elle admette pour asymp-
totes les droites d’équation x =3 et y = —2.

Analyse : asymptotes 4.5



4.10 Déterminer les coefficients a, b, ¢ et d de la fonction
ar’+bxr+c
fo) =——va
pour que son graphe passe par le point A(2; —2) et qu’elle admette pour asymp-
totes les droites d’équation x = -3 et y = -2+ 1.
4.11 Déterminer les coefficients a, b, ¢, d et e de la fonction
x)=ar+b+
/(@) (x+d)(z+e)
pour que son graphe passe par le point A(—5;20) et qu’elle admette pour
asymptotes les droites x = -2, z=1lety=3z— 7.
Réponses
4.1 1) z=3 2) v =-3 3) z=—-1
) r=-3et x=1 5)x=1cet z=2 6) x=1
4.2 H)y="7 2) 2
3) pas d’asymptote horizontale 4) y = —4 a gauche et y =4 a droite
5) y=-3 6) y =7 a gauche et y = 3 a droite
4.3 1) y=5x—1 2) y=4x—6
3) pas d’asymptote oblique 4) y=—-x+1
5) y=—-2zx—-1 6) y = 1 : asymptote horizontale
4.5 1) y=—2x a gauche et y =2z a droite
2) y = —V3xz +1agauche et y=+3z+1a droite
3) y=2x agauche et y =0 a droite
4) y=4xz+ 1 agauche et y=—3 a droite
4.6 1) = = —3 et x = 3 asymptotes verticales, y = 0 asymptote horizontale avec
0(z) = =5
2) x = —2 asymptote verticale, (5; %) trou, y = 1 asymptote horizontale
avec 0(z) = m_—+32
3) x = 0 asymptote verticale, y = x asymptote oblique avec §(z) = —%
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4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4) x = —1 et x = 3 asymptotes verticales, y = 2 asymptote horizontale avec

. 2(62+7)
0(2) = D) -

5) x = 0 asymptote verticale, y = x asymptote oblique avec §(z) = —;%

6) (—1;—2) trou, y = 0 asymptote horizontale avec §(x) = x2$—_$1+1

7) y = —x + 1 asymptote oblique avec §(z) = ig:g

8) x = 1 asymptote verticale, y = x+5 asymptote oblique avec §(z) = %

9) y = —1 asymptote horizontale avec d(z) = x%ﬂ
10) = = 2 asymptote verticale, y = 5 + 1 asymptote oblique avec §(z) = ﬁ

1) fz 2) fiz 3) f2 4) f5

5) fo 6) fs N 8) Jfi0

9) f 10) f1 11) fu 12) fo

1) fi 2) fi 3) fo

4) fs 5) fs 6) fa

—2x+4

= -2 b=4 =1 d=-3 = —

0 : flr) = 222
—22>—-51+8

— 9  bh=-5 -8 d=3 -

o : R
756
a=3 b=—-7 ¢c=756 d=2 e=-1 x)=3x—T7+
/(@) (r+2)(z—1)
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