1.

Le cercle

Equation cartésienne du cercle

r P(z;y) Soit un cercle I' de centre C(xg;yp) et de rayon r, et un point
P(z;y). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) P €T :le point P appartient au cercle I';
2) |07 =r = [P =

3) (x—20)”+(y—w)® =12

Equation cartésienne du cercle

Le cercle T" de centre C(z;yo) et de rayon r a pour équation
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(z—x0)’+ (y—yo)>=r

Forme développée
En développant, on obtient
z? + o2 —2x0x—2y0y+x3+y8 —r2=0.

C’est une équation du second degré en z et y telle que
1) les coefficients de 22 et de y? sont égaux et non nuls;

2) il n’y a pas de terme en xy.

. J
Réciproque
Toute équation de la forme
az’+ay? +br+cy+d=0 (a #0)
est soit celle d'un cercle, soit celle de la figure vide (ou d’un point, voir ci-dessous).
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Preuve : on compléte les carrés

ax’+ay?+br+cy+d=0
= P+ +la+iy+d=0

2 2
= ?+2fao+ (L) - (L) +P+28+ (R - (£)+E=0

(+52)° (vt32)”
2 2 b2 + c? — dad
b 2_ (b 2 d _
= (z+g) +e+)'=(2) +&@) - =15
Comme 4a? > 0, le signe de b? + ¢ — 4ad décide :
b
—si ¥ + 2 — 4ad > 0 : clest le cercle de centre <——; —£> et de rayon
2a 2a
Vb2 + 2 — 4ad
r=———|;
2|al ’
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— si b? + ¢® — 4ad < 0 : Péquation est impossible, car (x + %) >0et (y+ i)2 > 0 pour
tous z,y : aucun point.

Remarques

— Si b? + ¢? — 4ad = 0, le rayon est nul : I'’équation est celle d'un cercle-point (le seul point
b.
(=5 %))

— FEn pratique : on divise par a, puis on compleéte les carrés pour lire le centre et le rayon.

2. Position relative d’une droite et d’un cercle

Droite et cercle

Soit une droite d et un cercle I' de centre C' et de rayon r. On compare la distance 6(C;d) au
rayon :

d
~ d
. .
C C
d coupe I d est tangente a I d est extérieure a I
(C;d) <r 0(C;d) =r (C;d) >r
N J

Calculer les points d’intersection

1) On exprime une inconnue grace a 1’équation de la droite (par exemple y en fonction de x).
2) On la remplace dans I’équation du cercle : on obtient une équation du second degré en z.

3) Le nombre de solutions donne la position relative : deux solutions = la droite coupe le
cercle ; une solution (discriminant nul) = tangente ; aucune solution = extérieure.
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3. Position relative de deux cercles

Soient T" et I deux cercles de centres C' et C’ et de rayons r et 1/, avec r < /. On note 6 = 6(C; C")
la distance entre les centres.

Deux cercles

© © (» (o o

I' est intérieur a I' est tangent I' coupe I I' et I sont I' et I sont
I’ intérieurement a tangents extérieurs
r’ extérieurement
d<r' —r d=r"—1r r—r<é<r +r d=r"+r d>r' +r
- J

4. Tangente en un point du cercle



Soit I" de centre C'(x; yo) et de rayon r, un point T'(x1;y1) €
13 I', la tangente t & I' en T' et P(z;y) un point du plan.

Démonstration
Pet « CT LTP
s CT - TP=0
s OT. (CP-CT) =0
2
< CT-CP=CT-CT = HCTT>H =72
e [TLTF) (TN 2
Y1 — Yo Y=Y
\ J
Tangente en T'(x1;y1)
L’équation de la tangente en un point 7'(x1;y1) du cercle de centre C(xg;yo) et de rayon r est
(1 — o) (z — m0) + (11 — %0) (¥ — yo) = 7°
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Remarques

— Avant tout, on vérifie que T est bien sur le cercle.

— ﬁ est un vecteur normal de la tangente.

— Moyen mnémotechnique : on « dédouble » I'équation (z—x¢)?+ (y—yo)? = r? en remplacant

un des facteurs (x — xg) par (z1 — xg), et un des facteurs (y — yo) par (y1 — yo)-
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5. Tangentes de pente donnée

Soit un cercle I" de centre C(z¢;%0) et de rayon r, et une droite d : y = mz + h.

Démonstration

_Imzo—go+hl _
m?+1

<~ mxo—y0+h:ir\/m

= h=—mxo+y0:tr\/m27—i—1

— d: y:mx—m:vo—I—yO:tr\/mT—I—l

— d: y—yozm(a:—xo):i:r\/m

d est tangente 4 I' <= 4(C’;d)




Tangentes de pente m

Les équations des tangentes de pente m au cercle de centre C'(xo;yo) et de rayon r sont

y—yo=m(x—x0) £rvm2+1|

Il y a deux tangentes de pente m (une pour chaque signe +).
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Remarques

— Cette formule ne concerne que les droites de pente m (non verticales). Les deux tangentes
verticales sont © = xg £ 7.

— Tangentes paralleéles a une droite dy : m = mg,. Tangentes perpendiculaires a dj :

(si mg, # 0).

fiiy = =

mdo

-
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Complément : tangentes issues d’un point A extérieur au cercle
1) On vérifie que A(z4;ya) est extérieur : 6(A;C) > r.
2) On écrit une droite non verticale passant par A : y — y4 = m(x — x4), c’est-a-dire mx —
Y+ (ya — max4) = 0, puis on impose 0(C;d) = r. On obtient une équation en m.
3) On teste séparément la droite verticale x = x4 : elle est tangente si et seulement si
|za — 20| =7.

(G

6. Angles

Définitions
— L’angle d’une droite et d’un cercle est 'angle formé par la droite et la tangente au
cercle en 'un des points d’intersection.

— L’angle de deux cercles est I’angle formé par les tangentes aux cercles en I'un des points
d’intersection.
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Méthode

1) On calcule un point d’intersection 7.

2) On écrit I’équation de la (ou des) tangente(s) en T' (formule de la section 4).

3) On calcule l'angle aigu entre les deux droites obtenues, par les pentes ¢ =

mo — MM
Arctan | —— |, ou par les vecteurs normaux :
14+ mime
|7y - 7
COSY = TS+
71l 722l
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Remarques
— Chaque tangente est perpendiculaire au rayon qui aboutit en 7" : 'angle entre les tangentes
est donc aussi ’angle entre les rayons Cﬁ et O'T.

— Cas particulier : deux cercles se coupent & angle droit si et seulement si §(C; C")? = r2 +1/2
(théoréme de Pythagore dans le triangle CTC").
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