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Nombres complexes — forme trigonométrique

Module
Soit z = a+b1i; on appelle module de z, et 'on note |z|, le réel positif v/ a? + b2.

Démontrer les propriétés suivantes :

1) |zl =Z| =VzZz 2) 2] =0 <= 2=0
3) Az[ =l (AeR) 4) |212| = |21 |22
5) -1 6) zal_ Al

z| 7 &) B

Plan complexe

Considérons le plan muni d’un repére orthonormé.
— A tout nombre complexe z = a+ b1, on associe le point Z(a ; b), appelé point

image de z.
— Réciproquement, a tout point Z(a ; b) du plan, on associe le nombre complexe

z =a+ bi, appelé affize de Z.
Représenter dans le plan complexe les points images des nombres suivants :

a=2+i 2) b=2—1i 3) c=3+3i
1) d=4 5) e =—2i 6) f=—Y2 42

Forme trigonométrique
1) Calculer le module des nombres complexes suivants :
a; =2+ +2i ay = —v2++/2i az =2 —/2i
ay =1+ /3i as = —1+ /3 ag = —1 — /31

n= SR e
R I e

2) On considére les nombres complexes suivants :

a) =2 (cos(%) + i sin(F)) ay =2 (cos(2%) + i sin(2F))

ay =2 (cos(—%) + i sin(—%))

ay =2 (cos(3) + i sin(%)) af = 2 (cos(3F) + i sin(£))
ag = 2 (cos(—3F) 4 i sin(—2F))

b, = 3 (cos(%) + i sin(%)) by =3 (cos(2F) + i sin(2F))
by =3 (cos(—%) + i sin(—1%))

by =3 (cos(3) + i sin(%)) b = 3 (cos(3E) + i sin(3F))
by = 3 (cos(—2F) + i sin(—2F))

Que vaut le module de chacun de ces nombres complexes? En calculant
les valeurs exactes des cosinus et des sinus, que remarque-t-on ?

3) Représenter les images des nombres a1, ag, a3, ay, as, ag, by, be, b3, by, bs
et bg dans le plan complexe.
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4) Pour tout nombre complexe non nul z, il existe des nombres uniques r > 0
et p €] — ;7 tels que z = r (cos(p) + i sin(p)) .
Cette écriture est appelée la forme trigonométrique de z.
Remarquer que r = |z|, c’est-a-dire que r est le module de z.
On appelle argument de z, et on le note arg(z), le nombre ¢.
Interpréter géométriquement le module r et 'argument .

Soit z = r (cos(¢) + i sin(¢)) un nombre complexe. Montrer que :
2l = |z et arg(z) = —arg(2)
en d’autres termes z = r (cos(—¢) + i sin(—¢)) .

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes dont le module et 'argu-
ment sont les suivants :

Dr=1 p=7% Qr=2 =7 3) r=1+2 p==%

4)7“:% @z—%’r 5) r=2 @z—%’r 6) r=+/3 =73
Déterminer le module et 'argument des nombres complexes suivants :

1) 2+2i 2) 33+ 3i 3) 1—+/3i

4) 5i 5) —3 6) —2/3 —2i

7 =T—Ti 8) —3i 9) sin(a) + ¢ cos(a)

Formules trigonométriques cos(a + ) et sin(a + f3)
Considérons le cercle trigonométrique
dans le plan muni du repére orthonormé
canonique (O ;e ;€3).

Les points N et M sont situés sur le cercle
trigonométrique de facon a former avec
I'axe OE; des angles valant respective-
ment « et a + .

Le point H est la projection orthogonale
du point M sur la droite ON.

1) Exprimer, dans la base (é7;é3), les

composantes du vecteur OM en fonc-
tion de l'angle a + .

2) (a) Quelle est la longueur du segment OH ?

(b) En déduire, dans la base (€] ; €3), les composantes du vecteur OH en
fonction des angles « et (3.
3) (a) Quelle est la longueur du segment HM 7

(b) En inférer, dans la base (€7 ;€3), les composantes du vecteur HM en
fonction des angles « et [3.
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4) Au vu de la relation de Chasles OM = OH + W, conclure aux formules :

cos(a + 8) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)
sin(a + ) = sin(«) cos(3) + cos(a) sin(f)

Soient z; = 1 (cos(ip1)+i sin(p1)) et 2o = ra(cos(p2)+i sin(p2)) deux nombres
complexes. Démontrer ces propriétés :
1) |z122] = |z1] |22| et arg(z; z2) = arg(z1) + arg(zq)

en d’autres termes : 23 29 = 11 79 (Cos(gol + 9) + i sin(p; + @2))

1 1 1
=— et arg| - )= —arg(z)
2| z

z
1
r

2)

en d’autres termes : — =

I =

(cos(p) — i sin(yp))

3) |2 =Bl g ) — arg(z)
|Zz|

zZ2

|l\2/—\l\z
|l\2

en d’autres termes : Cos(gol ©2) + i sin(pr — p2))

zZ2 7”2

Formule de moivre

Soit z = 7 (cos(¢) + i sin()) un nombre complexe. Démontrer que pour tout
necNona:

2" = (T (cos(go) +i sin(gp)))n =" (COS(TL ©) + i sin(n Sp))

Déterminer, sans effectuer les calculs, le module et I'argument des nombres
complexes suivants :

1) (1—1)(=34) 2) (—21)10 3) (1+/34)?
4) (“140)P (242" 5) (\/g_z> 6) (1_7‘/52>

V3 i V34

Soient les nombres complexes z; = 1 + V3iet zg = % — %z
1) Ecrire z; et z9 sous forme trigonométrique.

2) Déterminer la forme algébrique et la forme trigonométrique du nombre
complexe zy 2.

3) En déduire les valeurs exactes de cos({5) et de sin({;).

—

Extraction des racines
Soient z = r (cos(¢) + i sin(p)) un nombre complexe et n € N. On appelle
racine n® de z tout nombre complexe qui, élevé a la puissance n, vaut z.
1) Soit 2’ = r' (cos(¢’) + sin(¢’)) une racine n® de z. Montrer que 1’ = {/r
et que ny¢' = ¢ + 2kx pour un certain k € Z.
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2) En déduire que tout nombre complexe non nul z = r (cos(¢) + i sin(p))
posséde exactement n racines n® distinctes données par la formule :

n +2k Sl +2k —
Y (cos(FEET) + i sin(EE24E))  avec k=0,1,...,n—1
5.13 Déterminer, sous forme trigonométrique et sous forme algébrique, toutes les

racines suivantes; les représenter ensuite dans le plan complexe.

1) Vi 2) V8 3) /1 4) /-1

5.14 Représenter dans le plan complexe les solutions de I’équation 2° + 243 = 0.
Réponses
5.2 A
C
N P A
/\p\\ \\\
D >
\\ //
e B
|E

5.3 1) |ar| = las| = |as| = |aa| = [as] = [ae| = 2
|b1] = |ba| = [bs| = [ba] = |b5] = [bg| = 3
2) |al| =2 et al, = a, pour tout n € {1;2:3;4;5;6}
|bl| = 3 et b, = b, pour tout n € {1;2;3;4;5;6}
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4) r exprime la distance du point z a l'origine ; ¢ représente ’angle, mesuré
en radians, entre le demi-axe R et la demi-droite OZ.

1) Y24 22 2) —2 3) L0 4 ¥2

4) —¥2 V2 5) —V/3 —i 6) L +3i

Dr=2v2 p=%  2)r=6 ¢=3 B r=2 p=-1

4)r=5 =73 5)r=3 =7 6) r=4 go_—%’r
7 3

) r=3v2 o=-22 2)r=1024 ¢o=n 3)r=4 p=2
3

4)r=256v2 =3 5)r=1 ¢p= 6) r=1 @=—=

3) cos(%) = Yoiv2 sin(%) = Y6-v2

12 4

1

1) 21 =2 (cos(Z) + i sin(%)) _
=V2+2i // b
2o =2 (cos(2F) + i sin(2F)) / '

= V2 V2i -

Y

2) z1 =2 (cos(0) + i sin(0)) = 2 _ .
(5F) + i sin(3F)) 7 \\ N

29 = 2 (cos

=—-1+ \/gl // \\ 27” \\
47 s (4T T\
23 = 2 (cos(4F) + i sin(4F)) \ 2
= —1—-+/3i \ /
\ /
\\ //
Z3 - — -
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A

=
e

) + i sin(T) =

k<

3) z = cos(

£l

)=

Y
_ BTN 4 i i (BT —
23 = cos(f) 4 sin(*f) = —

4

o

) + i sin(

om
4

o

29 = cos(

o

24 = cos(

—

e

) + i sin(T) =

kl©

4) z = cos(

)

&l

29 = cos(5) + i sin(

—|

o

) = -

~

) + i sin(

fm
6

~

z4 = cos(

z5 = cos(

A

5.14

5.6
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5.15 1) Résoudre, dans C, 'équation 22 — 22 +4 =10.
2) Soit u la solution de partie imaginaire positive. Calculer u!°.
5.16 1) Déterminer le module et I’argument des nombres complexes 1—i et /3—i .
2) Déterminer la forme algébrique et la forme trigonométrique du nombre
1—1
complexe .
plexe —=—
3) En déduire les valeurs de cos(—5) et sin(—15).
4) En déduire les valeurs de cos(3%) et sin(3%).
Indication : multiplier par .
5.17 Soientzlzé—giet@:l—i.
1) Ecrire, sous forme trigonométrique, 27, 29 et ﬁ.
)
2) En déduire que cos({5) = W et sin({5) = @.
3) Résoudre 'équation (v6 4 v/2) cos(z) + (v6 — v/2) sin(z) = 2 dans R.
5.18 1) En calculant la forme algébrique et la forme trigonométrique du nombre
complexe (cos(a) + i sin(a))Q, établir les formules de duplication :
cos(2 a) = cos?(a) — sin®(a) et sin(2 ) = 2 cos(a) sin(«)
2) De méme, en considérant le cube du nombre complexe cos(a) + ¢ sin(«),
établir les formules trigonométriques :
cos(3a) = cos(a) (1 — 4 sin*()) = cos(a) (4 cos*(ar) — 3)
sin(3 ) = sin(a) (4 cos?(a) — 1) = sin(a) (3 — 4 sin’*(a))
3) Vérifier que les solutions de I'équation 82* — 62 — 1 = 0 sont cos(5),
cos(LE) et cos(£7).
Réponses
5.15 Du=1+v3i ov=1-+/3i 2) —512 —512+/31i
5.16 1) 1—i=+2(cos(—F) +i sin(—%)) V3 —i=2(cos(—%) +isin(—%))
2) gk =0+ 1500 = g (cos(— ) +i sin(— ;)
3) cos(—75) = \/51”/6 sin(—7%5) = V26
4) cos(3m) = Y62 gin(51) = Vo2
5.17 1) 21 =2 (cos(—%) + i sin(—%)) 2o = V2 (cos(—Z) +i sin(—%))

2—2 :cos(%)Jrz' sin(%)
3) Ty = -5 + 2kmou ke
Ty = % + 2km ou ke Z
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