
2.9 Puisque a ≡ b mod m, il existe k ∈ Z tel que b = a + k m .

De même, il existe k
′
∈ Z tel que d = c + k

′
m .

1) b + d = (a + k m) + (c + k
′
m) = (a + c) + (k + k

′) m

En posant k
′′ = k + k

′, on obtient b + d = (a + c) + k
′′
m avec k

′′
∈ Z .

Ceci revient à dire que a + c ≡ b + d mod m .

2) b d = (a + k m) (c + k
′
m) = a c + a k

′
m + c k m + k k

′
m

2

= a c + (a k
′ + c k + k k

′
m) m

En posant k
′′ = a k

′ + c k+k k
′
m, on trouve b d = a c+k

′′
m avec k

′′
∈ Z .

On en tire que a c ≡ b d mod m .

3) Montrons par récurrence que a
n
≡ b

n mod m pour tout n ∈ N .

Initialisation

a
1
≡ b

1 mod m est vérifié, puisque l’on suppose a ≡ b mod m .

Hérédité

Supposons a
n
≡ b

n mod m pour un certain n ∈ N .

En utilisant la propriété 2) avec c = a
n et d = b

n, on obtient :
a · a

n
≡ b · b

n mod m, c’est-à-dire a
n+1

≡ b
n+1 mod m .
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