6.1

6.2

6.3

Critéres de convergence d’une série

Considérons la série de terme général uy, .

k k—1
1) Calculer Zul - Zul (k>2).
i=1 i=1

2) En déduire que klim ur = 0 si la série de terme général u converge.
—+00

3) Est-il vrai que la série de terme général uy converge si lim wu, =07
k—+o00

4) Montrer que si lim wy # 0, alors la série de terme général uy diverge.
k—+00

Prouver la divergence des séries suivantes :
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Critéres de comparaison

Explicitons les critéres de comparaison auxquels nous avons déja eu recours
précédent chapitre.

Remarquons tout d’abord que I'ajout ou la suppression d’'un nombre fini

au

de

termes ne modifie pas la convergence ou la divergence d’une série. C’est pour-
quoi, seul le comportement des termes au-dela d’un certain rang p détermine

la nature de la série (mais non sa somme).

On considére deux séries a termes positifs u, et v, et on note p un entier

naturel.

1) Si uy < v pour tout k > p et que la série de terme vy converge, alors
série de terme uy converge.

la

En d’autres termes, une série majorée par une série convergente est éga-

lement convergente.

2) Si ug = vy pour tout k > p et que la série de terme vy diverge, alors
série de terme wuy diverge.

la

En d’autres termes, une série minorée par une série divergente est égale-

ment divergente.

Utiliser les critéres de comparaison pour étudier la convergence des séries.
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6.4 Critére d’équivalence
On considére deux séries & termes positifs u, et vy .
Sil= klim i # 0 et L # +00, alors les séries considérées sont toutes deux
—+400 Uk

convergentes ou toutes deux divergentes; on dit qu’elles sont équivalentes.

Le but de cet exercice est de prouver le critére d’équivalence.

1) Justifier qu’il existe € € R avec 0 < € < L. Montrer qu’il existe p € N tel

u
que L < e pour tout k > p.
Uk

2) En déduire les inégalités (L —¢) vy < uy < (L +€) v pour tout k > p.

3) Prouver le critére d’équivalence.

6.5 Appliquer le critére d’équivalence aux séries de 1’exercice 6.3 (sauf 2))
6.6 Critére du quotient (d’Alembert)
u
On considére une série de terme positif u, > 0. Supposons que klim LA
—+oco U

Le critére du quotient affirme que
1) sic < 1, alors la série converge ;
2) si ¢ > 1, alors la série diverge;
3) si ¢ =1, alors on ne peut conclure.
Il s’agit dans cet exercice de prouver ces affirmations.

1) On suppose que ¢ < 1. Il existe 7 € R tel que c <r < 1.

Uk41
Uk

(b) En déduire qu’a partir du rang p, la série de terme uy est majorée
par la série géométrique de premier terme u, et de raison r.

a) Justifier qu’il existe un entier p tel que < r pour tout k > p.
q

(c) En conclure que la série de terme wuy converge.

2) On suppose que ¢ > 1. [l existe r e R tel que 1 <r < c.

(a) Justifier qu’il existe un entier p tel que "Z—:l > r pour tout k > p.
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(b) En déduire qu’a partir du rang p, la série de terme u; est minorée
par la série géométrique de premier terme u, et de raison r .

(c¢) En conclure que la série de terme wuy diverge.

1
3) En considérant tour a tour les séries de terme et , justifier

k+1 k(k+1)

que le critére du quotient ne permet pas de conclure lorsque ¢ = 1.

6.7 Etudier la convergence des séries suivantes a I'aide du critére de d’Alembert.
1! 2! 3! k!
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6.8 Critére de la racine (Cauchy)
On considére une série de terme positif v, > 0. Supposons que kll)IIloo Jup =c.
Le critére de la racine affirme que
1) si ¢ < 1, alors la série converge;
2) si ¢ > 1, alors la série diverge;
3) si ¢ =1, alors on ne peut conclure.
Il s’agit dans cet exercice de prouver les deux premiéres affirmations.
1) On suppose que ¢ < 1. Il existe 7 € R tel que c < r < 1.
(a) Justifier qu'il existe un entier p tel que {/u, < r pour tout k > p.

(b) En déduire qu’a partir du rang p, la série de terme wu; est majorée
par une série géométrique de raison r.

(c¢) En conclure que la série de terme wuy converge.

2) On suppose que ¢ > 1. Il existe r € R tel que 1 <r < c.
(a) Justifier qu’il existe un entier p tel que ¥/uy > r pour tout k > p.

(b) En déduire qu’a partir du rang p, la série de terme uy est minorée
par une série géométrique de raison r .
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(c) En conclure que la série de terme wuy diverge.

6.9 Etudier la convergence des séries suivantes a I'aide du critére de Cauchy.
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6.10 Critére de l’'intégrale

On considére p un entier positif, f une fonction positive décroissante dans
'intervalle [p; +00| et une série de terme général u, = f(k) pour k € [p; +o0l.

Le critére de 'intégrale affirme que la série converge si et seulement si 'intégrale
“+o0o

(x) dx converge.
p

Le but de cet exercice est de montrer cette derniére affirmation.

1) (a) Justifier que f(x) < ug pour tout = € [k; k + 1].
k+1
(b) En déduire que f(x) de < uy.
k

n n—1
(c) En tirer que / f(z)dx < Z U
P =p

k

p k n

k
(b) En déduire que f(z)dz > .

k-1
(c) En tirer que / f(x)dx > Z Ug-
P k=p+1
+00 +0o0 D
(d) En inférer que u, + f(x)dx > Z Ug-
p k=p
00 +oo
3) Conclure que Z uy converge si et seulement si f(z) dx converge.
k=p p
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6.11 Etudier la convergence des séries suivantes a I’aide du critére de l'intégrale.
11 1
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Séries alternées

Une série alternée est une série dont les termes sont alternativement positifs
et négatifs. Le terme général d’une série alternée s’écrit (—1)*1 uy, avec ug, > 0.

6.12 Convergence d’une série alternée : critére de Leibniz
On considére une série alternée de terme général (—1)F1 . avec uy, > 0.

On suppose que ug1 < ug pour tout k € Net que lim wup=0.
k—+00

Le critére de Leibniz affirme que, dans ces conditions, la série alternée converge.

1) Considérons les sommes partielles d’indices pairs.

(a) En écrivant sg,, = (ug—u2)+ (ug—uq)+(us—ug)+. ..+ (uap_1—uz2,),
montrer que la suite des sommes partielles d’indices pairs (S2,)nen
est croissante.

(b) En écrivant sg,, = u; — (ug —ug) — (ug—us) —. . . — ug, , montrer que la
suite des sommes partielles d’indices pairs (S, )nen €st majorée par
Ui.

(c) En déduire la convergence de la suite des sommes partielles d’indices
pairs (S2n)n€N-

2) De maniére analogue, montrer que la suite des sommes partielles d’indices
impairs (S2,41)nen est décroissante et minorée, donc convergente.

3) Il reste & montrer que la limite des sommes partielles d’indices pairs et la
limite des sommes partielles d’indices impairs coincident.

En d’autres termes, prouver que lim s9,1; — lim s5, =0.
n—-+o0o n—-4oo

Séries absolument convergentes et semi-convergentes

On considére une série de terme uy . Si la série de terme |ug| converge, alors
on dit que la série de terme u; converge absolument.
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6.13

6.14

6.15

Le but de cet exercice est de montrer que toute série absolument convergente
est convergente.

Soit une série de terme wu; qui converge absolument. On définit deux séries a
termes positifs par

o — up siug =0 ot we — 0 siup =0
k 0 siu <0 k — Uk siug, <0

1) Vérifier que vy < |ug| et wy < |ug| pour tout k € N.
2) En déduire la convergence des séries de terme vy et wy .

3) En considérant la série de terme vy — wy, prouver que la série de terme
ug, converge.

La réciproque du théoréme précédent est-elle vraie? Est-ce que toute série
convergente est aussi absolument convergente ?

On appelle semi-convergente une série qui converge, mais qui ne converge
pas absolument.

Etudier la convergence des séries alternées suivantes. Dans le cas de conver-
gence, dire si les séries sont absolument convergentes ou semi-convergentes.
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Réponses

6.3 1) diverge 2) converge 3) diverge
4) diverge 5) converge 6) diverge
6.7 1) diverge 2) converge 3) diverge
4) converge 5) converge 6) converge
6.9 1) converge 2) diverge 3) converge 4) converge
+o0
+oo 1 T
6.11 1 ——dr =11 = LIn(3
)/1 @+r12—17 2 3 In(3)
+o0
too 1 3r —2
2)/ dz =$1n < =+In(4
. Bz—=2)Bx+1) 3z +1 )
+o0 too
x
3) /1 x2+1dx: sIn|z? + 1 1 diverge
+oo

+o0 2
4) /1 Qxf_i_ldx:%x—?arctan(ﬂx) 1

Mais le critére de l'intégrale ne peut pas s’appliquer !

6.15 1) semi-convergente 2) semi-convergente
3) absolument convergente 4) divergente
5) semi-convergente 6) semi-convergente
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