1 1 1
1) Posons f(z) = @+12-1 (@+)—-D)(@+1)+1) z(@+2)

Etudions le signe de la fonction f :

-2 0
1 + + +
x - - +
T+2| — + +
i+ -1+
Etudions la croissance de la fonction f :
o= (5 ) (¢@+2) @@+t
xrT) = _— = — e
t@+2) " i) (w12
T+ 24r 204+2 2(x+1)
o2 (x 422 22(x+2)2 22(z+2)?
-2 -1 0
-9 — — ‘ — —
c+1 [ — | — o0+ [ +
z? + |+ |+ |+
(z+2* + | + | + || +
f! + |+ 0 =] -
f TN N

Puisque la fonction f est positive et décroissante sur 'intervalle [1; 4o00],
le critére de l'intégrale peut s’appliquer.

Pour déterminer une primitive de la fonction f, décomposons-la en frac-

tions simples :
1 1 1

f(x):(x+1)2_1:((x+1)—1)((:v+1)+1):55(55+2)
- B A@@+2+Bz (A+B)z+2A
T er2T 2@+ w@+?)
A+B= B=—3

sy =

Jroni [ o= ()

1 1
:%/—dx—% sra =z (el =5 (le+20)

T

= 1 (m(lal) = (je +21)) = £ (]33]
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Appliquons a présent le critére de 'intégrale :

f( )dx = hm/f dx:tg?oﬂln(‘tb‘) ln(‘l-lﬂ‘)

Vu que le logarithme népérien est une fonction continue, on peut permuter
cette fonction avec la limite pour avoir :

+oo
f(x)de =3 ln(tEijoo‘HL?D ln(‘ 141&‘) =1 In(1) — 5 In(3)
0 ) = ()

1

1

On en conclut que cette série converge.

1

2) Posons f(z) = Br=2)0Gs51)"

Etudions le signe de la fonction f :

1 2

3 3
1 + + +
3r—2| — — +
3z +1| — + +
f + — +

Etudions la croissance de la fonction f :
) — 1 " (Bz=2)Bz+1)
fle) = <(3af— 2) (3 + 1))  (Bz-2)Bz+1)°
Bx—2)Bz+1)+Bx—-2)Bx+1)
(Bx—2)2(3x+1)?

33z +1)+(3z—2)3 182 —3
 (Br—22@Bz+1)2  (Br—220Bz+1)?
B —3(6x—1)
C (Br—2)2(3x+1)2
_1 1 2
3 6 3
-3 — — ‘ — —
6z—1 | — || — 0 + | +
Bz—22 + || + | + || +
Bae+1)?* ] + || + | + || +
f + | + 0 -
S /! /“’“\ N\

Puisque la fonction f est positive et décroissante sur 'intervalle [1; 400,
le critére de l'intégrale peut s’appliquer.
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Pour déterminer une primitive de la fonction f, décomposons-la en frac-
tions simples :

fo) 1 _ A B _ABe+1)+BBz-2)

VT Br-2)Br+1) B32-2 3z+1  (3z-2)(Bz+1)
. (3A+3B)z+(A—2B)
- Br-2Bz+1)

3A+3B=0 . A+ B=0 . A+ B=0 A
A-2B=1 A-2B=1 3B =1 B

1 1 1
dz = dz = 53 g
/f@>x u/Bx—QM&p%D:E /<3x—2 3x+?>1
1
/ dx—%/ L dx
3r—2 3rz+1
3 3
.1 de — 1.1 d
3/3x—2x 3 i/3x+1x
In(|3z —2|) —  In(|3z +1|)

(m(13 —20) ~ (3 +1))) = 5 n(|3232])

Appliquons & présent le critére de l'intégrale :
+oo

t
flaydo = tim [ fa)de = tm §in(|32]) - 5 (|22
1

W=

W=

Ol

O

1 t——o0

Vu que le logarithme népérien est une fonction continue, on peut permuter
cette fonction avec la limite pour avoir :

+oo
flayde =g lim [32]) = 5 n(|3155]) = § W) — § ()

=1-0+3In(4) =2 n(2)

1

On en conclut que cette série converge.

3) Posons f(z) = %
x

Etudions le signe de la fonction f :

0
T — +
1]+ |+
=1+
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Etudions la croissance de la fonction f :

f@ﬂ:( i )::@Ym2+n—x@9+ng_ﬁ+l_2ﬁ

22 + 1 (22 + 1)2 T @2+ 1)
o 1-2 (I+2)(1—2)
_(x2+1)2_ (x2+1)2
-1 1
l+z | — 0+ | +
l—az | + [ + 0 —
(2 +1)°] + | + | +
I -0+ 0 —
f \(min/‘mfx\

Puisque la fonction f est positive et décroissante sur 'intervalle [1; 4o00],
le critére de l'intégrale peut s’appliquer.

Déterminons une primitive de f :

/f(x)da::/:CQﬁ_ldaz ;/ QQild s In(z? +1)

L’application du critere de 'intégrale donne :
“+oo

f(x)dr = lim / f(x)dr = hm s In(t*+1) — 3 In(12 + 1)

1 t—-+o0

Vu que le logarithme népérien est une fonction continue, on peut permuter

cette fonction avec la limite pour avoir :
+oo

f(z)dz =3 In ( hm 2 +1) — 3 In(12+ 1) = In(+00) — In(2) = +oo

Il en résulte que cette série diverge.

SL’Q

4) Posons f(z) = TN

Etudions le signe de la fonction f :

0
a? + |+
222 +1| + | +
f + | +

Etudions la croissance de la fonction f :

o) = x? /:(xz)’(2x2+1)—x2(2x2+1)’:4x3+2x—4x3
222 + 1 222+ 1) 222 + 1)
2z
(222 41)2

Analyse : critéres de convergence d’une série Corrigé 6.11



2z - 0 +
222 +1)?| + | +
I - 0 +
foolNGL

On constate que la fonction f est positive, mais croissante sur 'intervalle
[1;+400[, si bien que le critére de I'intégrale ne peut pas s’appliquer !

On établit facilement la divergence de cette série, vu que son terme général
ne tend pas vers zéro :
k? k?
lim ———— = lim — =1+£0
RNy RN e R
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