
7.4 1) e d ≡ 1 ⇐⇒ e d− 1 = k ϕ(n) ⇐⇒ e d = 1 + k ϕ(n) avec k ∈ Z

Puisque e > 1 et d > 1, on a e d > 1, si bien que k ϕ(n) > 0.

De ϕ(n) > 0, on tire que k > 0.

(ae)d = ae d = a1+k ϕ(n) = a1 · ak ϕ(n) = a ·
(
aϕ(n)

)k

2) (a) Si p ∤ a et q ∤ a, alors a et n = p q sont premiers entre eux.

Le théorème d’Euler implique aϕ(n) ≡ 1 mod n.

On en déduit : (ae)d = a ·
(
aϕ(n)
︸︷︷︸

≡1

)k
≡ a · 1k ≡ a mod n.

(b) i. p | a ⇐⇒ p | (a− 0) ⇐⇒ a ≡ 0 mod p

(ae)d ≡ (0e)d ≡ 0d ≡ 0 ≡ a mod p

ii. Le petit théorème de Fermat affirme que a(q−1) ≡ 1 mod q.

(ae)d = a ·
(
aϕ(n)

)k
= a ·

(
a(p−1) (q−1)

)k
= a ·

(
a(q−1)

)k (p−1)

≡ a · (1)k (p−1) ≡ a · 1 ≡ a mod q

iii. D’après l’exercice 4.4, les congruences

{
(ae)d ≡ a mod p

(ae)d ≡ a mod q

impliquent (ae)d ≡ a mod p q, car pgcd(p, q) = 1.

On conclut en rappelant que p q = n.

(c) i. q | a ⇐⇒ q | (a− 0) ⇐⇒ a ≡ 0 mod q

(ae)d ≡ (0e)d ≡ 0d ≡ 0 ≡ a mod q

ii. Le petit théorème de Fermat affirme que a(p−1) ≡ 1 mod p.

(ae)d = a ·
(
aϕ(n)

)k
= a ·

(
a(p−1) (q−1)

)k
= a ·

(
a(p−1)

)k (q−1)

≡ a · (1)k (q−1) ≡ a · 1 ≡ a mod p

iii. D’après l’exercice 4.4, les congruences

{
(ae)d ≡ a mod p

(ae)d ≡ a mod q

impliquent (ae)d ≡ a mod p q, car pgcd(p, q) = 1.

On conclut en rappelant que p q = n.

(d) p | a ⇐⇒ p | (a− 0) ⇐⇒ a ≡ 0 mod p

q | a ⇐⇒ q | (a− 0) ⇐⇒ a ≡ 0 mod q

D’après l’exercice 4.4, les congruences

{
a ≡ 0 mod p

a ≡ 0 mod q
impliquent a ≡ 0 mod p q, à savoir a ≡ 0 mod n.

Par conséquent, (ae)d ≡ (0e)d ≡ 0d ≡ 0 ≡ a mod n.
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