3 Limites

On dit que L est la limite de f en a si pour tout € > 0 il existe 6 > 0
tel que pour tout z avec 0 < |z —a| < § on ait |f(x) — L] < €. On note
lim f(z) = L.

T—ra

Cette définition signifie que la différence f(z)—L peut étre aussi petite que I'on
veut, pour autant que la différence z — a soit suffisamment petite. En d’autres
termes, f(z) est infiniment proche de L, pour autant que x soit suffisamment
proche de a.

Proposition Si une fonction posséde une limite, alors elle est unique.

Preuve Montrons que si lim f(x) = L et lim f(z) = Lo, alors L; = L.
T—ra T—ra

Soit € > 0.
Il existe d; tel que pour tout x avec |x — a| < §; on ait |f(z) — Ly| <

Il existe dy tel que pour tout x avec |x — a| < 0y on ait |f(x) — Lo| <

N[M N[

Posons 6 = min(dy,d2). Alors pour tout z avec |x —a| < 0 on a |L; — Ly| =
L1 — f(@) + f(z) = Lo < [Ly = f(@)| + [ f(2) —La| < 5+ 5 =¢.

Puisque la différence |L; — Ly| peut devenir aussi petite que 1'on veut, elle est
nulle. C’est pourquoi L; = L.

Proposition Soient f une fonction et a € Dy. Alors f est continue en a si
et seulement si lim f(x) = f(a).
r—a

Preuve

1) Supposons f continue en a. Soit € > 0.

Il existe § > 0 tel que pour tout x avec |[z—a| < don ait |f(x)—f(a)| < €.
En d’autres termes, f(a) est la limite de f(z) quand x tend vers a.

2) Supposons que lim f(z) = f(a). Soit € > 0.

I existe § > 0 tel que pour tout x avec 0 < |r — a| < ¢ 'inégalité

|f(x)—f(a)| < e soit vérifiée. Si |z —a| =0, alorsx = aet |f(x)— f(a)| =
|f(a)—f(a)| = 0 < £. On a ainsi obtenu que pour tout z avec |z —a| < 6,
on a |f(x) — f(a)] < e. En d’autres termes, f est continue en a.
3.1 Calculer les limites suivantes :
1) limbx 2) lim2z+3 3) lima? —4x+1
T—2 T—2 T—2
4) lim V25— 22 5) lim v -4 6) lim ~ 2
z——4 z—1 2 +4 =3 x + 2
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Proposition Soient f et g deux fonctions telles que f(x) = g(x) pour tout
x # a. Si lim g(z) = L alors lim f(z) = L.
T—a T—a

Preuve Soit € > 0.

Puisque lim g(z) = L, il existe 6 > 0 tel que pour tout x avec 0 < |x—a| < § on
Tr—a

ait |g(z) —L| < e. Soit z avec 0 < |x —a| < §. Comme = # a, on a f(x) = g(z),
de sorte que |f(z) — L| = |g(z) — L| < e.

Exemple La fonction f(z) = % n’est pas définie en 2, si bien que 1'on
2
ne peut déterminer directement la limite lim %

En revanche, si z # 2, on a f(z) =

En posant g(z) =
o2 —limx+1=2+1=3.
T—2

lim
r—2

r—2

A

Graphe de f

r—2

22— 2—9 _ (z—2) (z+1) —r4+1.

r—2

r—2

Y

Graphe de g

x + 1, la proposition précédente permet de conclure :

On dit que la fonction g est la prolongée par continuité de la fonction f.

On appelle le point (2;3) un trou.

3.2

Calculer les limites suivantes :

. r—4
lim

e—4 12 — 1 — 12

) x?—4

li

=232 —5x4+6
T —2

lim

x—>2;L‘2—4

’ 2 3
:vlg%l—xZ 1—a3

32 — 1822 +36x —24
3 =322 +4

R
2):}3131):52—9
1) lim 224+ 3242
z——1324+4x+3
2_3 2
6) hmeier
2 1° —0x + 8
oaf—1
8)}:Ex4—1
o222+ —1
10t
3 _ 2
1) lim &5+

=132 —2x+1
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Calculer les limites suivantes :
-9 —1
Ve 2) lim Ve

1) lim
z—1 1 —1

z—4 1 —4
Vit r—+/2 , x—5
m 4) lim ———
=520 —1-3
x? VT +2-2

mi

o) I —m—= 6) lim ——

. 3=z +7 . VT +8—+V4xr+5
7) lim ——— 8) lim

z—2 x—2 z—1 x—1

3) I

z—1 x—1

On dit que la limite de la fonction f est infinie quand x tend vers a si pour
tout M € R, il existe 0 > 0 tel que pour tout x avec 0 < |x — a|] < 0 on ait
|f(x)] > M. On note lim f(z) = oc0.

r—a

Cette définition signifie que, abstraction faite de son signe, la fonction f peut
dépasser des valeurs aussi grandes que I'on veut, pour autant que I'on se situe
dans un voisinage suffisamment proche du point a.

Proposition Soient f et g deux fonctions avec lim f(z) # 0 et lim g(z) = 0.
Tr—a

f<x> r—a

Alors lim =% = o0
T—a g(:L’)

Preuve Soit M € R, un nombre arbitrairement grand.

Soit L = ilg; f(x). L’énoncé de la proposition stipule que L # 0.

Posons ¢ = 3 |L| > 0. Puisque 9161_1;[(11 f(z) = L, il existe 6; > 0 tel que pour tout
avec |z — a| < &, on ait |f(x) — L| < §|L|. Soit # € Dy avec |z — a| < 6;. On
a |L| = |L — f(z) + f(2)] <L — f(z)| + [f(2)] < 5[L]+ [f(2)]. L'inégalité
IL| < 3 |L|+|f ()| implique |f(z)| > % |L| pour tout = € Dy avec |z — a| < 4.

Posons ¢ = % Comme lim g(z) = 0, il existe d, > 0 tel que pour tout = avec
Tr—a

: L

|z —a| < dy on ait |g(xz) — 0| = |g(z)| < % ou encore Wlx)\ > %
Posons ¢ = min(dy, d2). Alors pour tout = avec |z — a| < §, on obtient :
f@)] — 1 1 2M _

o | = @ 5y > 3|87 = M-

Remarque : lorsqu’on effectue de tels calculs de limites, on rencontre des

calculs abusifs que 1'on signale par 'usage de guillemets.

Jz—1 5
=« - » =00.
0

On écrira ainsi lim
r—2 T —
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3.4 On donne les fonctions f(z)

ct g(x) =

x?—4
2+2x+1"

1) Justifier que xli>H_I1 f(z) = oo et que xlgr_llg(x) = 00.

2) Identifier, parmi les graphes ci-dessous, lequel correspond a chacune des

fonctions f et g.

(a) | A

|

/

/

/

(b) ;

./
.

\ /

Remarque : I'étude du signe permet de distinguer de tels cas.

C’est pour cela que l'on introduit les notions de limite a gauche et de limite a
droite que I'on note respectivement lim f(z) et lim f(z).

T>a

_ T .2 —4
On distingue ainsi lim =400 et lim = —.
z—=-1 7 _|_ 1 z—=—1 + 1
<—1 r>—1
3.5 Déterminer I'ensemble de définition, puis calculer les limites a gauche et a
droite des valeurs interdites.
12 -2z 22 4+3x+2
1 = 2 - v =
) o) = —— ) f@) =
>+ —2 22 +6x—7
3 = 4 =
5) f(x) Vo +24—+/z+15 6) f(z) r++r+6
xXr) = r) = ——
z—1 224+52+6
3.6 Calculer les limites suivantes :
2 2
1) lim 21 lim £ 12
z—0 |x‘ z—0 |x‘
<0 x>0
1 1
2) Jim =+ lim =
z~>21‘_4 zﬁ2$2—4
<2 r>2
T T
3) lIim ————— li
)ﬂggllxz—Qx—i—l {;11332—255—1—1
2 _ 2 2 2
4) lim = — 2% lim =27
z—0 |aj| z—0 |aj|

z<0
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3.7 Calculer les limites suivantes en distinguant, au besoin, les limites a gauche et

& droite.
2_9 1
1) fim T 2T H L
r—1 ,j(;—l
x> —3x+2
3) 1
>x1—>2,]]2—433‘—|—4
33 2
5) lim 2~ Tt

7) }:IL% 3 —4x2+4x
9 3— vV —2
):v~>11 x—11
4_ 2
11) lim <

3 _ 2
2) i =32 +2
=532 —6x+5
2
— 2
4) li T —3x+2
=132 — 444
. 2 —1
6) alcl—% x2—2:p+1'

On définit la limite a Pinfini d'une fonction f par lim f(z) = lim f(
T—r00

Plus précisément, on pose hIJP flx) = lim f(2) et lim f(x)=lim f(
T—+00 T— T——00

).
).

xz—0

8= 8=

z—0
>0 z<0

3.8 Calculer les limites suivantes :
) 1 ) 1
1) lim — lim —
rx——00 I x—+oo I
2) lim —222+x+1 lim —222+x+1
r——00 xr——+00
3) lim —2®+a22—2+1 lim —23+a22—z+1
T——00 T—>+00
21 21
4) lim — TN
z——00 32 — 4 z—+o0 312 — 4
2 =1 x? =1
5) lim im
z—=—o00 31 + 1 z—to0 31 + 1
6) lim z—+va2+2x+7 lim o —va?2+2x+7
T——00 Tr——+00
3.9 1) Soit f(z) =A™+ X1 2" 1 +...+ A & + Ag une fonction polynomiale.

En mettant 2™ en évidence, montrer que lim f(z) = lim A, z".
T—00 T—r00

2) En déduire que la limite a l'infini de toute fonction rationnelle vaut :

0 sin<m

DV L R W L I M R W R D A, 2™ ™

lim

=00 [y L™+ Py 1 XV T g 200 gy, T™ Hm

= lim = sin=m
0o sin>m
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3.10

3.11

3.12

3.13

Calculer les limites suivantes :

222 -3
D) lm 2732
z—to0 322 —5x + 1
2 —4x+3
3) L -
)xﬁlgloo 22245
x
5 lim —mM8M8M ——
)xi@wx2—3x+2
2
7) lim ——

2
— 1
2) lim 3:53 T+
T——00 x>+ x
2 _ 5246
4) lim LZ2TF0
zt——0c0 222 —62x
2x
6) i
) Jm
243 — 1
8) lim 2L —Tetl

z—+oo a3 — 22

Calculer les limites suivantes en distinguant, au besoin, lim et lim .

62t —322+2
1) lim xt =3z +
T—00 x3 — 27
3x— 2
3) 1
) Ml ga

24+ xr—2
5) lim ——— =%
) B s

Br+4)(x—1)
Ry s

Calculer les limites suivantes :

1
1) lim 2x—5+—0
T——00 ZII—'—Q
1 16
3) Im 1+ — — ———
) 145 3(x+3)
2
5) i 3—2
) im o o

o 322—-1 62°+1
7) lim —

Calculer les limites suivantes :

1) lim va?4+z—1—x
T—>—00
vat—4x+3

2) lim
T——00 x+1
3) lim bz+3va2+1
T—r—00
4) lim z—+va?2+1
T——00
5) lim V2t+r+1-—vVz2+1

T——00

T——00 T—+00
82° — 322 +2x -3
2) lim T ¢+ 2x

622 +2x+1
4) lim —————

) 223
P e

(z+1)7 (22 +3)"
8 o o 1 (v — o8

2) lim w434 — !
1m _— —
x—>+oox z—1 z+1
3x 2
4) 1
P ey
244
6) lim v 43— L -7
222 —
8) lima—5— - =~

liIJP Vii+zr—1—2x
r—r+00
Va2 —4x4+3

lim

T——400 x4+ 1

liIJP 5x+3vVaz+1

r—r+00

lim z —+vVz2+1

xr——+00

lim vVa24+z+1—+vVa2+1
xr——+00
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6) lim va2+2x—+Va2+4 lirf Vi + 2z —Va2+4
Tr——00 T—1+00
. Vat4+1l—x . Vat+1l—x
7) lim —mm lim ———
T——00 T + 1 T —+400 T + 1
8) hrf VT + T —
T—1+00
Réponses
3.1 1) 10 2) 7 3) —3
4) 3 5) —3 6) 1
3.2 1) 1 2) 2 3) —4 4) 5
5) 1 6) —3 7 ~3 8) 3
9) 2 10) -1 11) 0 12) 3
3.3 1) ] 2) 3 3) B2 1) 3
5) 2 6) L 7) -1 8) —1
3.4 2) f:(a) g:(b)
3.5 1) Df=R—-{3} lim f(z) = 400 lim f(x) = —o0
<3 >3
2) Df=R—-{-2} lim f(x) = +o0 lim f(x) = —o0
o =
3) Df=R—-{1} lim f(z) = —o0 lim f(z) = +o0
4) Dy=R—-{1} lim f(x) = —4 lim f(z) = —4
<l z>1
5) Dy =[-15;1[U]1;+o0] lim f(x) = —o0 lim f(z) = +o0

z—1
rx<1

6) Dy =[—6;—-3[U]|-3;—-2[U]—-2; +0o0]
lim flz) = —oc0 lim, f(z) =400 lim f(z) = lim f(z)= 5
r<—3 z>—3 -2 T>—2
3.6 1)1 1 2) —o0 +o00
3) +o0 +00 4) 2 -2
3.7 1)0 2)g.:—o0 d.:i4oo  3) g :—oo d.o:+oo
1) 0 5) 3 6) +oo
7) g 400 d.:—oo  8) 400 9) —%
10) g.: —00 d.: 400 11)6 12) 0
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3.8

—+00

3.10

™

3.11

2) 400

3.12

(S [\

3.13

+00

—|

3.8

limites
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