3.1

3.2

3.3

3.4

PGCD & Théoréme de Bézout

On désigne par D(a, b) I'ensemble des diviseurs communs & deux entiers a et b.

Déterminer :

1) D(12,18) 2) D(45,75)

Montrer que D(a,b) = D(a — kb,b) pour tout k € Z.

Indication : il s’agit plus précisément de montrer deux inclusions :
1) D(a,b) C D(a — kb,b)
Si d € D(a,b), alors d € D(a — kb,b).
En d’autres termes, si d divise a et si d divise b, alors d divise a — kb et d divise b.
2) D(a —kb,b) C D(a,b)
Sid e D(a—kb,b), alors d € D(a,b).
En d’autres termes, si d divise a — kb et si d divise b, alors d divise a et d divise b.

Montrer que D(a,b) = D(r,b) ou r désigne le reste de la division euclidienne
de a par b.

Si a et b sont deux entiers relatifs non tous deux nuls, alors D(a, b) est non vide
(1 € D(a,b)) et fini, car il ne contient que des entiers entre —a et a ou entre —b
et b. Par conséquent D(a,b) posséde un plus grand élément : on lappelle le
plus grand commun diviseur de a et b et on le note pged(a, b).

Remarque : pged(a,b) = pged(b, a) = pged(|al, [b])
Lorsque l'on doit calculer pged(a,b), on peut donc supposer a et b positifs, ce
que nous ferons dorénavant.

Calculer :
1) pged(308,448) 2) pged(120,264)

Algorithme d’Euclide

Etant donné deux entiers positifs a et b, effectuons la suite de divisions eucli-
diennes suivante :

a = b~q1 + 7 <T17£O)

b= 1 " Q2 + 79 (TQ#O)

rn= Te-q3 +r3 (rg#0)

Tn—2 = Tn-1 " Q4n + Tn (rn 7& O)
T'n—1 = Tn * Qn+1

Alors pged(a,b) =1, .
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3.5

3.6

3.7

3.8

1) A l'aide de I'exercice 3.3, montrer que pgced(a,b) = pged(b, ) ot 7 est le
reste de la division euclidienne de a par b.

2) Démontrer I'algorithme d’Euclide.
Appliquer I'algorithme d’Euclide & Iexercice 3.4.

A l'aide de I'algorithme d’Euclide, calculer :
1) pged(528,312) 2) pged(—286,390)
3) pged(538,392) 4) pged (22680, 3528, 11088)

Deux nombres entiers a et b sont dits premiers entre eux si pged(a, b) = 1.
Montrer que n? et n + 1 sont premiers entre eux quel que soit n € Z.

Théoréme de Bézout

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls et d = pged(a,b).
Alors il existe deux entiers x et y tels que ax +by =d.

Preuve Appliquons 'algorithme d’Euclide et résolvons toutes ces équations
(sauf la derniére) relativement aux restes successifs :

a= b-qu +mn — rm=a—0b-q

b= 1 Q2 —+ 79 — TQZb—T‘l'QQ

= T2-q3s +7T3 - T3 =711 —"T2"(3
The3 = Th—2 * Qn—1 + Th_1 — Thn—1 = Th—3 — Th—2 " Qn-1
Tpo = Tp_1-¢n +d == d=Tp_9—"pn_1"qn
Tn—1 = d - Gni1

En partant de la derniére égalité, et en remontant, remplagons successivement
chaque r; (n —1 >4 > 1) par sa valeur tirée de 'équation précédente :
d= Tn—2 —Tn—1"qn
=Tp—2— (TnfB —Tp—2" Qn71> *Qn = Tn—3 (_Qn) +rp_o (1 + qn—1 Qn)
—— —_——
In Yn
=Tp-3Tn +Tn—2Yn
=Tn-3 xn+(rn—4_rn—3 Qn—2) Yn = Tn—4 Yn +7rp—_3 (:En — qn—2 yn)
~ N———
Tn—1 Yn—1

=Tp-4Tp-1+Tn-3Yn—1

=T123+T2Y3

Théorie des nombres : pged & théoréme de Bézout 3.2



3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

=ra3+b—rig)ys=">0 ys +ri (3 —q2y3)

T2 Y2
=bxo +71Y0
=bro+(a—bqa)ya=a y2 +b (z2—q1y2)
z y
=ax+by

A partir des calculs de 'exercice 3.6, déterminer des entiers z et y tels que :
1) 308 x 4 448y = 28 2) 120x + 264y =24

Théoréme de Bachet de Mériziac

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls et d = pgcd(a,b).
L’ensemble des combinaisons linéaires entiéres de a et b coincide avec I'en-
semble des multiples de d :

{az+by :z,yeZ}y={kd: keZ}

Démontrer le théoréme de Bachet de Mériziac :
1) Soient z,y € Z. Montrer que d divise ax + by .

2) Soit k € Z. Montrer, a l'aide du théoréeme de Bézout, qu’il existe des
entiers x et y tels que ax + by = kd.

1) Soit n € Z.
(a) Simplifier 2(5n+3)—-52n+1).
(b) Que peut-on en déduire pour les entiers 5n+3 et 2n+ 17

2) Démontrer que les entiers a et b sont premiers entre eux :

(a) a=—-n+4 b=3n-—11
(b) a=6n+3 b=3n+1
c) a=2n-—1 b=-Tn+3

a b
Soient a et b deux entiers et d = pged(a, b). Montrer que p et p sont premiers

entre eux.

Soient p et ¢ deux entiers non nuls. Démontrer qu’il existe deux entiers a et b

a
tels que — = — 4 — si et seulement si p et ¢ sont premiers entre eux.
pq p q

Lemme de Gauss

Soient a, b, ¢ des entiers non nuls. Si a divise bc et si a est premier avec b, alors
a divise c.

Démontrer le lemme de Gauss grace au théoreme de Bézout.
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3.15

3.16

3.17

Equations diophantiennes

Une équation diophantienne linéaire & deux variables est une équation de la
forme ax + by = c ot a,b,c € Z et dont les solutions doivent étre entiéres.

Théoréme de résolution des équations diophantiennes

Soient a,b € Z, d = pged(a,b) et I'équation diophantienne ax + by = c. Alors
1) si d ne divise pas ¢, ’équation diophantienne ax + by = ¢ n’a pas de
solution.

2) si d divise ¢, I’équation diophantienne ax + by = ¢ a une infinité de
solutions; de plus, si (zg;yo) est une solution particuliére, alors toutes
les solutions sont données par r = o + 2 kety=yo— %k (k€Z).

Le but de cet exercice est de prouver le théoréme de résolution des équations
diophantiennes.

1) Prouver la contraposée de la premiére affirmation : si ’équation diophan-
tienne a x + by = ¢ admet une solution, alors d divise c.
2) Supposons que d divise c.

(a) Montrer que le théoréme de Bézout garantit ’existence d’une solution
particuliere : il existe des entiers xq et yq tels que axg+ byg = c.

(b) Vérifier que I’équation diophantienne ax + by = ¢ admet pour solu-
tionx:x0+skety:yo—%kpourtoutkGZ.

(c) Il reste encore & montrer que toutes les solutions de ’équation dio-
phantienne sont de cette forme. Soient x,y € Z avec ax + by = c.

i. Puisque axy + byy = ¢, vérifier que la soustraction de ces équa-
tions donne a (x —x¢) = b (—y+yo), puis § (z —x0) = 2 (—y+10).

ii. En déduire, grace a l'exercice 3.12 et au lemme de Gauss, que

divise —y + yo.
iii. En conclure qu'’il existe k € Z tel que y = yo — 5 k.

iv. Aprés substitution dans I'équation % (z — zy) = 2 (—y + ),
constater que xr = o + % k.

Déterminer toutes les solutions entiéres des équations suivantes :
1) 42x+25y =3 2) 153z — 102y = 413
3) 45z + 27y = 117 4) 120x 4+ 43y =12

Peut-on trouver sur la droite d’équation 35x 4 84y = 150 des points a coor-
données entiéres ?
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3.18 Les pieces de 1 franc ont un diameétre de 23 mm, celles de 50 centimes un
diamétre de 18 mm. En alignant de telles piéces, peut-on obtenir une longueur
égale a :

1) 1 dm 2) 1m
Si oui, quelle est, dans chaque cas, la solution la plus économique ?

3.19 Un homme veut obtenir des chéques pour un montant de 500 €. Les seuls
montants disponibles pour ces chéques sont 20 € et 50 €. Comment doit-il s’y
prendre ? Donner toutes les solutions.

3.20 On doit a Euler le petit probléme suivant :

Un soir dans une auberge s’arrétent plusieurs diligences. Des hommes
et des femmes, moins nombreuses, s’attablent. Chaque homme doit
payer 19 sous et chaque femme 13 sous. Sachant qu’a la fin du re-
pas, I'aubergiste a récolté exactement 1000 sous, retrouvez combien
d’hommes et de femmes ont mangé a ’auberge ce jour-la.

Réponses

3.1 1) D(12,18) = {£1;+2;4+3;£6} 2) D(45,75) = {#£1;4+3;+5;+15}

3.4 1) 28 2) 24

3.7 1) 24 2) 26 3) 2 4) 504

3.9 1) 308 -3 4448 - (—2) =28 2)120- (-2)+264-1=24

3.11 1) (a) 2(bn+3)—52n+1)=1

(b) 5n+ 3 et 2n + 1 sont premiers entre eux
2) (a) 3a+b=1 (b)y a—2b=1 (¢c) =Ta—2b=1
3.16 1) S={(9—25k;—15+42k): k€ Z}
2)S=0
3) S={(2+3k;1-5k): keZ}
4) S={(228 +43k;—636 — 120k) : k € Z}

3.17 Non

3.18 1) 2 fois 1 fr. et 3 fois 50 ct. 2) 2 fois 1 fr. et 53 fois 50 ct.

3.19 5k cheques de 20 € et 10 — 2 k chéques de 50 € avec 0 < k < 5

3.20 41 hommes et 17 femmes
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