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Relations de récurrence linéaires

Relations de récurrence linéaires du premier ordre

Soit la relation de récurrence linéaire du premier ordre
Upy1 =3Uy , =0

avec la condition initiale ug = 2.
1) Trouver une formule explicite pour wu,,.

2) Calculer us de deux facons différentes.

Résoudre la relation de récurrence u,, = 5u,,_1 , n > 1 avec us = 75.

Donner la solution générale de la relation de récurrence
Upt1 =T Uy, , N =0 (1)

avec la condition initiale ug. Cette relation de récurrence est dite homogene.

La relation de recurrence du premier ordre et a coefficients constants
Upy1 =7 Un + f(n) , n 20 (2)
est non homogene. L’équation (1) est I’équation homogene associée a (2).

Théoréme 5.1 Siul™ est Ia solution générale de (1) et si uP) est une solution
particuliére de (2), alors la solution générale de (2) est u, = u® + ulP),

Preuve :
1) On vérifie facilement que u, = u{™ + u{P) est une solution de (2) :
Upt1 = ugﬁl + uﬁlp}rl =ru +ru® + f(n) = r (WP +uP) + f(n) =
ru, + f(n)
2) Soit u, une solution de (2). Alors la suite u,, —u® est une solution de (1) :

un+1—u,(1pll = (r un+f(n)) — (r ugp)+f(n)) =7 U,—T u%p) =7 (un—u%p)).
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Recherche de la solution particuliére

La solution particuliere s’apparente a la fonction f(n) :
1) Dans le cas ou f(n) est un polynéme de degré k, alors la solution parti-
culiere s’écrit
(a) uP =apn®+ ... +ayn®+an+ag sir#1;

(b) ngp) =n(ayn®+...+an*+an+a) sir=1;
on dit qu’il y a résonance.

2) Dans le cas ou f(n) = ct™ ou ¢ et ¢ sont des constantes, alors la solution
particuliere est de la forme

(a) uP) =at™ sit#r;

(b) uP) =ant™ sit=r;ily a alors résonance.

UQZ—]_

Exemple Déterminer la suite définie par {Un+1 3w, 40— 3n41

L’équation homogene u,; = 3 u, a pour solution uﬁbh) = u(()h) - 3",

Ici 7 = 3 # 1; puisque f(n) = n?—3n+1 est un polynéme du deuxiéme degré,
la solution particuliere aussi, si bien qu’elle est de la forme : u®) = an?>+bn+ec.

La relation de récurrence u,(f’jl =3u® +n?—3n+1 donne

an+1)2+bn+1)+c=3(an’*+bn+c)+n*—3n+1
an*+2an+a+bn+b+c=3an*+3bn+3c+n*—3n+1
(—2a—1)n*+(2a—2b+3)n+a+b—2c—1=0
| | S — —

0 0 0
—2a—1=0 a=—3
On résout 2a—2b+3=0 pour obtenir - 1
a+b—2c—1=0 C:_i
c’est-a-dire ul?) = —in’4+n— 1.

. ;o s h
La solution générale s’écrit donc u,, = u(() ).gn %nQ +n— i.

Elle doit vérifier la condition initiale —1 = uy = u(()h) 30— % -02—1-0—% = u(()h) —i
d’ou l'on tire que ul = —%.
_ 3 n 1.2 1
On conclut que u, = =% -3" —5n°+n— ;.
5.4 Résoudre les relations de récurrence suivantes :

1) 4 %0 = 9y J Yo = 2

xn+1:%xn+1,n>0 Ynt1 =3Yn+n+5H, n=0
3) a; =0 4) ag =4

p =0p_1+n—1, n>2 Ap =Cp_1+2n+3 , n>1
5) 410~ . DR B .

Upy1 =2U, +3" , n =20 Up =2Up_1+5-2" , n2>1
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5.5 1) Soit s, la somme des entiers de 1 a n.
(a) Définir s, par une relation de récurrence.
(b) Résoudre cette relation de récurrence.

2) Soit s, la somme des carrés des entiers de 1 a n.

Evaluer s,, en fonction de n a ’aide d’une relation de récurrence.

5.6 Tours de Hanot
Dans ce jeu, on dispose de trois piquets et d’un certain nombre de disques, tous
de taille différente, empilés du plus grand (en bas) au plus petit (en haut). Le
but du jeu est de déplacer la pile de disques du premier au troisiéme piquet,
en s’aidant du deuxiéme piquet et en suivant deux regles :

1) on ne peut déplacer qu'un seul disque a la fois;

2) on ne peut déplacer un disque que sur un disque plus grand que lui ou
sur un piquet vide.

Si n désigne le nombre de disques, on appelle wu,, le nombre minimal de dépla-
cements nécessaires pour gagner la partie.

1) Etablir une relation de récurrence pour wy,.

2) Résoudre cette relation de récurrence.

5.7 Un mot de passe, constitué entierement de chiffres, est considéré valide s’il
contient un nombre pair, voire nul, de 0. Par exemple, 1230407869 est valide,
mais 120987045608 ne I'est pas. Désignons par wu,, le nombre de mots de passe
valides a n chiffres.

1) Que valent uy et uy?
2) Trouver une relation de récurrence pour u,,.

Indication : un mot de passe valide a n chiffres s’obtient de deux fagons :
— en ajoutant un chiffre non nul & un mot de passe valide a n — 1 chiffres;

— en ajoutant le chiffre 0 & un mot de passe non valide a n — 1 chiffres.
3) Résoudre cette relation de récurrence.

4) Calculer us de deux fagons différentes.
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5.8

Relations de récurrence linéaires du deuxiéme ordre

Le but de cet exercice est de résoudre la relation de récurrence suivante :

Uy — 1

uy = 5

Upy1 = 6Uy, —8Up—1 , N =1
Cette relation de récurrence est du deuxieme ordre, car chaque terme de la
suite est défini a partir des deux termes précédents.

1) Apres avoir remarqué que <UZ+1> _ <

n

une matrice R telle que (uZH) =R ( tn )

n Up—1

2) En déduire que (u"+1> =R" <u1>
Up, Ug

3) Montrer que la matrice R est diagonalisable, puis calculer R™.

6un — 8un_1

) , justifier qu’il existe
Un,

4) Conclure que u, = 3-4" — 1.2,

Nous allons voir qu’il est possible d’éviter bien des calculs.

Tout d’abord, des lors que l'on connait les valeurs propres de la matrice R, on
sait que la réponse sera de la forme

u, = ad”™ +b2".
Les coefficients a et b s’obtiennent facilement a partir des conditions initiales :

l=uy=a4"+b2°=0a+10
S5=u =ad' +02' =4a+20b

Il suffit de résoudre ce systeme :

a + b=1 La—La—4L, a + b=1 Li—2L;1+Ls 2a =3
da+2b=5 —9b=1 —2b=1
pour trouver la solution u, = 3 - 4™ — 1 .2".

On s’épargne ainsi le calcul des vecteurs propres ou de l'inverse de la matrice
de passage. Est-il encore nécessaire d’écrire la matrice R pour déterminer ses
valeurs propres ?

En admettant qu'une réponse soit de la forme wu,, = A", alors la relation de
récurrence donne :

Upy1 = 6 Up — 8Up_1

A= GAT = AT | A
A =6A-8
A2 —6A+8=0

A—4)(A—2)=0

On reconnait 1’équation caractéristique de la matrice R, qui constitue aussi
I’équation caractéristique de la relation de récurrence.
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5.9 Avec le moins de calculs possibles, résoudre la relation de récurrence suivante :

Ug = 1
Uy = 4
Unp41 = =5 Uy — 6up_q , Nz 1
5.10 Le but de cet exercice est de résoudre la relation de récurrence
Ug = 1
Uy =

1) Vérifier que I’équation caractéristique admet deux solutions complexes.
2) En déduire que u, = 2 (1 —4) (1 +4)" + 4 (1 4+14) (1 — i)™
3) (a) Ecrire 1+ et 1 — i sous forme trigonométrique.

(b) Avec la formule de Moivre, montrer que u, = (v/2)" (COS(%) + sin(%)).

5.11 Le but de cet exercice est de résoudre la relation de récurrence
Ug = 1
Uy = 1

Up =4 Up_1 — 4 Up_2 , nz 2

1) (a) Justifier que <u{::1> = (11 _04> G)

(b) Vérifier que I’équation caractéristique n’admet qu’une seule solution

4
et que la matrice ( ) n’est pas diagonalisable.

1 0

-1
iy 2 1\ ' (4 -4\ (2 1\ (21
2) (a) Vérifier que <1 0) <1 0) (1 0) = (O 2).
n n n—1
(b) Montrer par récurrence : <)\ 1) = (A nA ) pour tout n € N.

0 A 0 A"
3) En déduire que u,, = (2 —n) 2" 1.

A nouveau, bien des calculs peuvent étre évités.

Lorsque I'équation caractéristique ne possede qu'une seule solution A, la ma-

trice correspondante n’est pas diagonalisable; en revanche, il existe toujours
0 A

un changement de base susceptible de donner une matrice de la forme (A 1) .

Ce procédé s’appelle la réduction de Jordan.

La solution de la relation de récurrence est alors de la forme u,, = a A" +bn A\™.
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5.12

A Dexercice précédent, apres avoir trouvé I'unique solution A = 2 de équation

caractéristique, on peut désormais immédiatement conclure que la solution

s’écrit u, = a2" +bn 2"

On détermine les coefficients a et b grace aux conditions initiales :
l=u=a-224+b-0-2=q a =1 a

{1:u1:a-21+b~1-21:2a+2b — {2a+2b: 1 = {b

On a trouvé u, =1-2" — In2"=2" —n2" ' = (2 —n)2" L.

N

Avec le moins de calculs possibles, résoudre la relation de récurrence suivante :

U022
U1:5
Upy1 = 606Uy —9Up—1 , N 2>1

La résolution d’une relation de récurrence du deuxiéeme ordre non homogene a
coefficients constants est similaire a celle du premier ordre et passe également
par la recherche d’une solution particuliere. Si u, 41 = au, + bu,_1 + f(n),
alors la solution particuliere u(P) s’apparente & la fonction f(n) :

1) Dans le cas ou f(n) est un polynéme de degré k :
(a) si 1 n’est pas un zéro de I’équation caractéristique :
uP) = apnP + .. agn®+ayn+ag;
(b) si 1 est un zéro simple de 'équation caractéristique :
uP =n(apn®+ ... +ayn®+arn+ap); (résonance)
(c) si 1 est un zéro double de I’équation caractéristique :
u? =n?(agnf + ...+ ayn*+a;n+ay). (double résonance)
2) Dans le cas ou f(n) = ct™ ou c et t sont des constantes :

(a) sit n’est pas un zéro de I’équation caractéristique :

uP) = at;
(b) sit est un zéro simple de 1’équation caractéristique :
uP) =ant”; (résonance)
(c) sit est un zéro double de I’équation caractéristique :
uP) = an?t". (double résonance)
Uy = 0
Exemple Déterminer la suite définie par ¢ u; = —1

Upto = DUpr1 —4u, +6n—5

Commencons par résoudre I’équation homogene w0 = 5,1 — 4 uy,.
Démarrons par la résolution de son équation caractéristique :

AN =5)—4

M —BX+4=A—-4)N\=-1)=0

On obtient u") = a4™ +b1" = a 4™ +b.
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5.13

5.14

Passons a la recherche de la solution particuliére.

Puisque f(n) = 6n — 5 est un polynoéme de degré 1 et que 1 est un zéro
simple de 1’équation caractéristique, la solution particuliere est de la forme
u?) = n(an + b). La relation de récurrence implique :

uﬁfﬂ)rz = 5u£fﬂ)rl —4uP) 4 6n—5
(n+2) (a(n+2)+b) =5m+1)(a(n+1)+b) —4n(an+b)+6n—5
an*+4an+4a+bn+2b=>5an*+10an+5a+5bn+5b—4an*—~4bn+6n—>5
(=6a—6)n —a—3b+5=0
— —

—6a—-6=0 a=—
b=2

1
ot ulP) = n (—
C0—3b+5—0 , dou ulP) =n(—n+2).

Le systeme { donne {

La solution générale s’écrit donc u, = ul™ +uP) = a4™ +b+n(—n + 2).

Il reste & déterminer les coefficients a et b avec les conditions initiales :
O=u=0a-42°+0+0-(-0+2)=a+Db
—1l=wuy=a-4"+b+1-(—14+2)=4a+b+1

a_|_b: ) Lo —Lx—4L, a + b= 0 Li—3L;+L2 3a = -9
la+b=-2 _3p=-2 —3p= -9

On conclut que u, = —2 - 4" 4+ 2 + n(—n+2).

Résoudre les relations de récurrence suivantes :

UOZO U():O
1) Ulz]_ 2) U1:4
Upy2 = —4 Un+1 — 4u, Upy2 = 4uy,
&0:1 yOIA
3) (1,1:2 4) y1:B
Qpy2 + Qp = 0 Yn+2 = Yn + 2"
ZL‘QZO 0,0:]_
5) 1’1:1 6) CL1:0
Ty = 2Xpq1 — 2y + 1 (py2 = 20p41 — Gp + 1

La suite des nombres de Fibonacci (F,,),cn est telle que
F,=1
Fo=1
Fn+1 =F, + Fn—la nz=?2

1) Trouver une formule explicite pour F,,.

F, 1 D
2) Prouver que lim —tt = 5

n—+oo K,

1+v5
2

qui est le nombre d’or.

Indication : posons ® = et ¢ = 1_T\/5

a (I)n-i-l + b (Pn+1
Apres avoir remarqué que <1, calculer lim ————
p qué que |¢| S b
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5.15 Dans une suite binaire, chaque chiffre est 0 ou 1. Soit a,, le nombre des suites
binaires de longueur n qui n’ont pas deux 0 consécutifs. Par exemple, 101101
est une suite binaire de longueur 6 qui n’a pas deux 0 consécutifs.

1) Trouver ay et as.
) a; =2
2) Etablir que a,, vérifie la relation de récurrence ¢ as = 3
Ap = Qp_1+ Gp_o, N =2
3) Résoudre cette relation de récurrence (utiliser 'exercice 5.14).

4) Calculer ajy de deux fagons différentes.

5.16 De combien de maniéres peut-on recouvrir un rectangle de taille 1 x n avec des
pieces qui sont des carrés 1 x 1 rouges et des dominos 1 x 2, bleus ou jaunes ?

5.17 Un point se déplace sur l'axe des x. Ses deux positions initiales ont pour
abscisses ryp = 10 et 1 = 1. Pour tout entier n > 2, I'abscisse x,, de sa
n® position est celle du milieu des deux positions précédentes, d’abscisses x,,_1
et T,_9.

1) Ecrire une relation de récurrence pour .

2) Résoudre cette relation de récurrence, et calculer lir}rl T
n—-+0o0

3) Quelle est la distance parcourue par ce point ?

Réponses

5.1 1) u, =2 - 3" 2) us = 486

5.2 Uy =3 - 5"

5.3 Up = U T"

5.4 1) 2, = 5r +2 2) Yo =3 3" —3n— 7
3) an = "("gl) 4) a, = (n + 2)?
5) u, = 3" 6) u, = (5n + 3)2"
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_4n+1 + 2. 2n+1
—4m 4 2.0n )

si n est pair

si n est impair

lim z, =4
n—-+4o0o

s1=1 _ n(n+1)
5.5 1><a>{$n:$nl+n7 . (b) 5, = nlotD)
S1 = _ n(n+1) (2n+1)
5.6 =t 2) uy = 2" — 1
5.7 Du=9 up=82 9) § 1 ="
. Uy = Ug = un:8un_1+10n71’ 7122
3) up = 3 (8" +10") 4) us = 66 384
6 —8
5.8 1) R= (1 0)
-1 1 g n+1 1 on+l
Logyn+l _ 1 .9
3)R:42 4 0\ (4 2 g [ L
1 1)\o 2)\1 1 1.4n_ 1. 9n
2 2
5.9 Up =T (=2)" —6-(=3)"
512  wu, = (6—n)3""!
513 1) u, =n(-2)"" 2) u, = 2" — (=2)"
3) an = cos("5") + 2 sin(%)
o ton _ JAHES
4)yo = (FA+LB-1)+ (L A-1B+1) (1120 = =N
B+
5) @, = Mol 6) a, = w=dni=dnts
14+v5)" = (1—+5)"
5.14 N F, =\ +V5)" — (1= V5)
V5. 2n
5.15 1) ay = as =
3) a, = 5+fo\/5 (1+2\/5)” + 5—%/5 (172\/5)"
4) aig — 144
516 U
Ty — 10
5.17 1)z =1 2) x, =4+ 6 (_%)
J— Tn—1+Tn—2
n 2
3) 18
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