
5.10 1) La relation de récurrence un = 2 (un−1 − un−2) donne :

λ2 = 2 (λ − 1)

λ2 − 2 λ + 2 = 0

∆ = (−2)2 − 4 · 1 · 2 = −4 = 4 i2

λ = −(−2)±2 i
2·1 = 1 ± i

2) On en tire que un = a (1 + i)n + b (1 − i)n.

Déterminons les coefficients a et b à l’aide des conditions initiales :
{

1 = u0 = a (1 + i)0 + b (1 − i)0 = a + b

2 = u1 = a (1 + i)1 + b (1 − i)1 = (1 + i) a + (1 − i) b

Résolvons ce système :
{

a + b = 1
(1 + i) a + (1 − i) b = 2

L2 → L2 − (1 + i)L1

=⇒
{

a + b = 1
− 2 i b = 1 − i

L1 → 2 iL1

=⇒
{

2 i a = 1 + i

− 2 i b = 1 − i

L1 → 1/2 iL1

L2 → −1/2 iL2

=⇒






a = 1+i
2 i

= (1+i) (−i)
2 i (−i)

= 1−i
2

b = 1−i
−2 i

= (1−i) i
−2 i·i = 1+i

2

On a obtenu un = 1
2

(1 − i) (1 + i)n + 1
2

(1 + i) (1 − i)n.

3) (a) |1 + i| =
√

12 + 12 =
√

2

1 + i =
√

2
(

1√
2

+ 1√
2

i
)

=
√

2
(√

2
2

+
√

2
2

i
)

=
√

2
(

cos(π
4
) + i sin(π

4
)
)

|1 − i| =
√

12 + (−1)2 =
√

2

1 − i =
√

2
(

1√
2

− 1√
2

i
)

=
√

2
(√

2
2

−
√

2
2

i
)

=
√

2
(

cos(−π
4
) + i sin(−π

4
)
)

(b) Rappelons la formule de Moivre :
(

r
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

)n

= rn
(

cos(n ϕ) + i sin(n ϕ)
)

Utilisons cette formule pour calculer un :

un = 1
2 (1 − i) (1 + i)n + 1

2 (1 + i) (1 − i)n

= 1
2 (1−i)

(√
2

(

cos(π
4 )+i sin(π

4 )
)

)n
+ 1

2 (1+i)
(√

2
(

cos(−π
4 )+i sin(−π

4 )
)

)n

= 1
2 (1 − i) (

√
2)n

(

cos(n π
4 ) + i sin(n π

4 )
)

+ 1
2 (1 + i) (

√
2)n

(

cos(−n π
4 ) + i sin(−n π

4 )
)

En utilisant que cos(−α) = cos(α) et sin(−α) = − sin(α), on obtient :

un = 1
2 (1 − i) (

√
2)n

(

cos(n π
4 ) + i sin(n π

4 )
)

+ 1
2 (1 + i) (

√
2)n

(

cos(n π
4 ) − i sin(n π

4 )
)

= 1
2 (

√
2)n

(

(1 − i)
(

cos(n π
4 ) + i sin(n π

4 )
)

+ (1 + i)
(

cos(n π
4 ) − i sin(n π

4 )
)

)

= 1
2 (

√
2)n

(

cos(n π
4 )+i sin(n π

4 )−i cos(n π
4 )+sin(n π

4 )+cos(n π
4 )−i sin(n π

4 )

+ i cos(n π
4 ) + sin(n π

4 )
)

= 1
2 (

√
2)n

(

2 cos(n π
4 ) + 2 sin(n π

4 )
)

= (
√

2)n
(

cos(n π
4 ) + sin(n π

4 )
)

Analyse : relations de récurrence linéaires Corrigé 5.10


