5.13 1)

La relation de récurrence u, o = —4 u,+1 — 4 u, donne I’équation caracté-
ristique :
A= —4)\—4
N H4ad+4=(1+2)=0
Puisque I’équation caractéristique admet pour unique solution A = -2, la

solution générale est de la forme u,, = a (—2)" +bn (—2)".

Déterminons les coeflicients a et b a 'aide des conditions initiales :
O=u=a(-2°4+b-0-(-2)°"=a
l=u=a(-2)'+b-1-(-2)' =—-2a—2b

—2a —-2b=1 b= -1
Il en résulte u, =0-(—2)" —

La relation de récurrence u, o = 4 u,, donne I’équation caractéristique :
A =4
N—4=A=-2)(A+2)=0
Vu qu'il y a deux solutions distinctes, la solution s’écrit u,, = a 2" +b(—2)".
Trouvons les coefficients a et b a partir des conditions initiales :
0=u=a2+b(-2"=a+"b a+ b=0 Lo—ole—20
{4:u1:a21+b(—2)1:2a—2l) — \2a-2b=4

CL—'— b:O L2*>:*1>/4L2 a+b: 0 L1~)£>7L2 a = 1
—4b—4 b= —1 b=

On a trouvé u, = 2" — (—2)".
La relation de récurrence a,2 + a, = 0 donne 1’équation 1’équation carac-
téristique :
MNt1=XN-2=N—-9)(A+i)=0
Puisqu’il y a deux solutions distinctes, on a a,, = a " + b (—i)".
Utilisons les conditions initiales pour obtenir les coefficients a et b :

l=a=a®+0(=i)=a+0b a4+ b=1 Lo—ola—il,
-1 1 . . . . :>
2=ay=ai " +b(—i) =ia—1ibd ia—1ib=2

{a+ b=1 Lwl/mLz{aij:l

i h — ; _ 02— _ (2—9)d _ 1424 _ 1 .
—2ib=2-1d b=35 =5 =5 =3ti
—1

L1 —Li — Lo a =
— .
b=35+1

Il en résulte a, = (% - z) "+ (% + 2) (—i)".

N [= N [=

Or i = cos(3) +isin(3) et —i = cos(5*) + 4 sin(5*) sous forme trigono-

métrique, ce qui permet I'emploi de la formule de Moivre :

Analyse : relations de récurrence linéaires Corrigé 5.13



an = (3 —i)i" + ( +1) (=)
- (% — z) (cos(g) + i sin(%) s (% + z) (cos(%’r) + i sin(5") "
= (% — z) (cos(”—;) +1 5111("2—”)) + (% - z) (COS(%) +1 sin(%))
= (% — z) (cos("—;) +1i sm(";)) + (% + z) (cos("—;) —1 sm("—;))
= 1 cos(%E) 435 @ sin(%F) —i cos(%E) +sin(ZF) + 1 cos(%E) — 54 sin(%F)
4 cos(") + sin(%F)
= cos(%") + 2 sin(5)

4) Commengons par résoudre 1’équation homogene y,, 2 = y,, dont ’équation
caractéristique est :

A =1
MN—1=A-1)A\+1)=0
On en déduit que y™ =a 1" +b(—=1)" =a+b(-1)"
Passons a la recherche de la solution particuliere. Comme f(n) = 2" et que
2 n’est pas une solution de ’équation caractéristique, on sait que y») = ¢2".
La relation de récurrence implique :
)+ 2
c2r=c2np2n | p2n
c22=c+1
de=c+1
3c=1
-1
On a obtenu y) = é 2",
La solution générale s'écrit y, =y + ylP) = a +b(=1)" + £ 2",
Déterminons les coefficients a et b grace aux conditions initiales :

A=y=a+b(-1)0+320=a+b+5 a+b=A-1 1251-1
B=yi=a+b(-1)+32'=a—-b+3 a—b=B-2
L1~>1/2L1
a+ b= A —% L1 —2L1 + Lo 2a = A+B-1 L1 — —1/2Ls
e —
—9h=-A4+B-1 —2h=—-A4+B-1
1 1 1
{a _§A+§B—§
_ 1 1 1
b=1A-1B+1

On conclut que y, = (%A+%B — %) + (
{A+ L:;l si m est pair

n__ . . . *
B+ 2—32 si n est impair

1
2 2
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5) La relation de récurrence z,1o = 2x,.1 — ,, donne 1’équation caractéris-
tique :
A =2)—-1
M=2X+1=\N=-1)2=0
Puisqu’il n’y a qu'une seule solution A = 1, la solution de I’équation homo-
geéne sécrit 2" = a 1" +bn 1" = a + bn.

Passons a la recherche de la solution particuliere. Comme A = 1 est un zéro
double de I'équation caractéristique et que f(n) = 1 est un polynéme de
degré 0, la solution particuliére est de la forme #») = n?c. La relation de
récurrence implique :

x;p-i)-Q =2 x;pll — P +1

(n+2)2c=2(Mn+1)%c—n2c+1
cen?+4en+4c=2cn*+4en+2c—cn?+1
2c—1=0

1

C:§

1,2
27’L.

On a trouvé xﬁbp) =
La solution générale est z,, = 2 + 2P) = a + bn + T n’.
Déterminons les coefficients a et b a 'aide des conditions initiales :

0O=xz0=a+b-0+1-0°=aq e :O:> a =0
l=x1=a+b-1+3-1*=a+b+3 a+b=13 b=1

On conclut que xn:OJr%nJr%nQ:@.

6) La relation de récurrence a, 1o = 2 a,4+1 —a, donne lieu a la méme équation
caractéristique qu’a la question 5). On obtient donc également une seule
solution A = 1.

La solution générale est de la forme a,, = a 1™ +bn1" =a + bn.

La solution particuliere est de la forme al?) = n?(cn +d), vu que A = 1
est un zéro double de I’équation caractéristique et que f(n) = n est un
polynome de degré 1. La relation de récurrence entraine :
o)y, =2all, —a® +n
(n +2)? (c(n+2)+d) =2(n+1)> (c(n+1)+d) —n%(en+d)+n
en®4+6cn®+12ecn+8c+dn?+4dn+4d=
2cnd+6cn®+6cn+2c+2dn?>+4dn+2d—cn®—dn®+n
(6c—1)n+6c+2d=0
; 0
0
Résolvons le systeme correspondant :

L1~)1/6L1 1
6c¢c =1 La—La—-1n 6c = ] L2—12L, IS = 5
6et2d=0 2d=-1 d=-1

On a obtenu aP) = n? (

).
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La solution générale s’écrit a,, = al™ + alP) = a + bn + n? (l n— l)

6 2)"
Il reste & déterminer les coefficients a et b avec les conditions initiales :
l=a=a+b-0+0?(}-0-4%)=a a =1
2 (1 1 . = 1
O=a=a+b-1+12(1-1-3)=a+b—} a+b=1
Lo = Lo -1 a = 1
3

3_q9.2_
On conclut queanzl—gn—l—nz(%n—%) :%.
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