
5.5 1) (a) sn = 1 + 2 + 3 + . . . + n − 1
︸ ︷︷ ︸

sn−1

+ n = sn−1 + n.

{

s1 = 1
sn = sn−1 + n , n > 2

(b) L’équation homogène sn = sn−1 a pour solution générale :

s(h)
n = s

(h)
1 1n−1 = s

(h)
1 .

Comme r = 1 (il y a résonance) et f(n) = n est un polynôme de degré 1,
la solution particulière est de la forme s(p)

n = n (a n + b).

La relation de récurrence s(p)
n = s

(p)
n−1 + n donne :

n (a n + b) = (n − 1)
(

a (n − 1) + b
)

+ n

a n2 + b n = a n2
− 2 a n + a + b n − b + n

(2 a − 1)
︸ ︷︷ ︸

0

n − a + b
︸ ︷︷ ︸

0

= 0

On en déduit immédiatement a = 1
2

et b = a = 1
2
.

La solution particulière est donc s(p)
n = n

(
1
2

n + 1
2

)

.

La solution générale s’écrit sn = s(h)
n + s(p)

n = s
(h)
0 + n

(
1
2

n + 1
2

)

.

La condition initiale doit être vérifiée :

1 = s1 = s
(h)
1 + 1 ·

(
1
2

· 1 + 1
2

)

= s
(h)
1 + 1 d’où s

(h)
1 = 0

On conclut que sn = 0 + n
(

1
2

n + 1
2

)

, c’est-à-dire sn = n (n+1)
2

.

2) (a) sn = 12 + 22 + 32 + . . . + (n − 1)2

︸ ︷︷ ︸

sn−1

+ n2 = sn−1 + n2.

{

s1 = 1
sn = sn−1 + n2 , n > 2

(b) L’équation homogène sn = sn−1 a pour solution générale :

s(h)
n = s

(h)
1 1n−1 = s

(h)
1 .

Comme r = 1 (il y a résonance) et f(n) = n2 est un polynôme de
degré 2, la solution particulière est de la forme s(p)

n = n (a n2 + b n + c).

La relation de récurrence s(p)
n = s

(p)
n−1 + n2 donne :

n (a n2 + b n + c) = (n − 1)
(

a (n − 1)2 + b (n − 1) + c
)

+ n2

a n3 + b n2 + c n = a n3
− 3 a n2 + 3 a n − a + b n2

− 2 b n + b + c n − c + n2

(3 a − 1)
︸ ︷︷ ︸

0

n2 + (−3 a + 2 b)
︸ ︷︷ ︸

0

n + a − b + c
︸ ︷︷ ︸

0

= 0

Résolvons le système correspondant :






3 a = 1
−3 a + 2 b = 0

a − b + c = 0

L2 → L2 + L1

L3 → 3L3 − L1

=⇒







3 a = 1
2 b = 1

− 3 b + 3 c = −1

L3 → 2L3 + 3L2

=⇒
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





3 a = 1
2 b = 1

6 c = 1
=⇒







a = 1
3

b = 1
2

c = 1
6

On a obtenu la solution particulière s(p)
n = n

(
1
3

n2 + 1
2

n + 1
6

)

.

La solution générale s’écrit sn = s(h)
n + s(p)

n = s
(h)
1 + n

(
1
3

n2 + 1
2

n + 1
6

)

.

La condition initiale doit être satisfaite :

1 = s1 = s
(h)
1 + 1 ·

(
1
3

· 12 + 1
2

· 1 + 1
6

)

= s
(h)
1 + 1 d’où s

(h)
1 = 0

On conclut que sn = 0 + n
(

1
3

n2 + 1
2

n + 1
6

)

= n (2 n2+3 n+1)
6

ou encore sn = n (n+1) (2 n+1)
6

.
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