
6.14 Le petit théorème de Fermat fournit a13−1 ≡ a12 ≡ 1 mod 13 pour tout
entier a non divisible par 13.

D’après l’exercice 6.13, l’ordre de tout élément non nul de Z/13Z doit être un
diviseur de 12 ; ce ne peut donc être que 1, 2, 3, 4, 6 ou 12.

1) 11 ≡ 1 mod 13

1 est d’ordre 1.

2) 21 ≡ 2 6≡ 1 mod 13

22 ≡ 4 6≡ 1 mod 13

23 ≡ 8 6≡ 1 mod 13

24 ≡ 16 ≡ 3 6≡ 1 mod 13

26 ≡ 64 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

212 ≡ 1 mod 13

2 est d’ordre 12.

3) 31 ≡ 3 6≡ 1 mod 13

32 ≡ 9 6≡ 1 mod 13

33 ≡ 27 ≡ 1 mod 13

3 est d’ordre 3.

4) 41 ≡ 4 6≡ 1 mod 13

42 ≡ 16 ≡ 3 6≡ 1 mod 13

43 ≡ 4 · 42 ≡ 4 · 3 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

44 ≡ (42)2 ≡ 32 ≡ 9 6≡ 1 mod 13

46 ≡ (43)2 ≡ 122 ≡ (−1)2 ≡ 1 mod 13

4 est d’ordre 6.

5) 51 ≡ 5 6≡ 1 mod 13

52 ≡ 25 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

53 ≡ 51 · 52 ≡ 5 · 12 ≡ 60 ≡ 8 6≡ 1 mod 13

54 ≡ (52)
2
≡ 122 ≡ (−1)2 ≡ 1 mod 13

5 est d’ordre 4.

6) 61 ≡ 6 6≡ 1 mod 13

62 ≡ 36 ≡ 10 6≡ 1 mod 13

63 ≡ 6 · 62 ≡ 6 · 10 ≡ 60 ≡ 8 6≡ 1 mod 13

64 ≡ 6 · 63 ≡ 6 · 8 ≡ 48 ≡ 9 6≡ 1 mod 13

66 ≡ (63)2 ≡ 82 ≡ 64 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

612 ≡ 1 mod 13

6 est d’ordre 12.
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7) 71 ≡ 7 6≡ 1 mod 13

72 ≡ 49 ≡ 10 6≡ 1 mod 13

73 ≡ 7 · 72 ≡ 7 · 10 ≡ 70 ≡ 5 6≡ 1 mod 13

74 ≡ 7 · 73 ≡ 7 · 5 ≡ 35 ≡ 9 6≡ 1 mod 13

76 ≡ (73)2 ≡ 52 ≡ 25 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

712 ≡ 1 mod 13

7 est d’ordre 12.

8) 81 ≡ 8 6≡ 1 mod 13

82 ≡ 64 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

83 ≡ 8 · 82 ≡ 8 · 12 ≡ 8 · (−1) ≡ −8 ≡ 5 6≡ 1 mod 13

84 ≡ (82)2 ≡ 122 ≡ (−1)2 ≡ 1 mod 13

8 est d’ordre 4.

9) 91 ≡ 9 6≡ 1 mod 13

92 ≡ (−4)2 ≡ 16 ≡ 3 6≡ 1 mod 13

93 ≡ 9 · 92 ≡ 9 · 3 ≡ 27 ≡ 1 mod 13

9 est d’ordre 3.

10) 101 ≡ 10 6≡ 1 mod 13

102 ≡ (−3)2 ≡ 9 6≡ 1 mod 13

103 ≡ 10 · 102 ≡ (−3) ≡ 9 ≡ −27 ≡ −1 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

104 ≡ 10 · 103 ≡ (−3) · (−1) ≡ 3 6≡ 1 mod 13

106 ≡ (103)2 ≡ (−1)2 ≡ 1 mod 13

10 est d’ordre 6.

11) 111 ≡ 11 6≡ 1 mod 13

112 ≡ (−2)2 ≡ 4 6≡ 1 mod 13

113 ≡ 11 · 112 ≡ (−2) · 4 ≡ −8 ≡ 5 6≡ 1 mod 13

114 ≡ (112)2 ≡ 42 ≡ 16 ≡ 3 6≡ 1 mod 13

116 ≡ (113)2 ≡ 52 ≡ 25 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

1112 ≡ 1 mod 13

11 est d’ordre 12.

12) 121 ≡ 12 6≡ 1 mod 13

122 ≡ (−1)2 ≡ 1 mod 13

12 est d’ordre 2.
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