6.19 n's = n(n12 1)
— (0 + 1) (n — 1)
=nn®+1)(n*+1)(n>-1)
=n(n® +1)(n+1)(n —n+1)(n—1)(n*+n+1)
Puisque n'® — n est divisible par les trois entiers consécutifs n — 1, n et n — 1,

13

on conclut d’ores et déja que n™> — n est divisible par 2 et par 3.

13

1) Montrons que n'® — n est divisible par 5.

(a) Supposons que 5 divise n.
Alors, 5 divise a fortiori n (n'? — 1) =n!? —n.

(b) Supposons que 5 ne divise pas n.

Alors pged(5,n) = 1, attendu que 5 est premier.

Le petit théoréme de Fermat implique n®' =n* =1 mod 5.

Donc n'2 = (n*)>=1>=1 mod 5.
Dot n'2 —1 =0 mod 5, c’est-a-dire 5 divise n

Par suite, 5 divise n (n'? — 1) = n!3 — n.

12_1.

13

2) Montrons que n'® — n est divisible par 7.

(a) Supposons que 7 divise n.
Alors, 7 divise a fortiori n (n'? — 1) =n!? —n.

(b) Supposons que 7 ne divise pas n.
Alors pged(7,n) = 1, attendu que 7 est premier.
Le petit théoréme de Fermat implique n”"' =n° =1 mod 7.
Donc n'? = (n%?=12=1 mod 7.
Dot n'2 —1 =0 mod 7, c’est-a-dire 7 divise n'? — 1.
Par suite, 7 divise n (n'? — 1) = n!3 — n.

13

3) Montrons que n'® — n est divisible par 13.

(a) Supposons que 13 divise n.
Alors, 13 divise a fortiori n (n'? — 1) =n'3 —n.

(b) Supposons que 13 ne divise pas n.
Alors pged(13,n) = 1, attendu que 13 est premier.
Le petit théoréme de Fermat implique n'37! =n'? =1 mod 13.
Dot n'2 — 1 =0 mod 13, c’est-a-dire 13 divise n'? — 1.

Par suite, 13 divise n (n'? — 1) = n'3 — n.
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